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CAPITOLUL 1

Varianta 81

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

. 14+6-3=14+18 =(32]

. Numarul divizibil cu 5 este |505|.
. Dintre numerele a = 3,71 si b = 3,(71) = 3,717171.. mai mare este numarul

b

Daca A = {0,1,2} si B = (2,3}, atunci A N B = | {2},

. Doua unghiuri suplementare au suma egala cu 180°, deci suplementul unghi-

ului cu masura de 120° este unghiul cu masura 180° — 120° = [60° |

. Daca b si B sunt lungimile bazelor trapezului si 2 inaltimea trapezului, atunci

aria trapezului este egala cu

-h. Din ipoteza, linia mijlocie a trapezului,

“ B+b . . B+b .
care este egala cu — are lungimea de 12cm. Deci —5 = 12. Prin

(B+Db)
2

urmare, aria trapezului este egald cu 12 - 5 =60 |cm?.
Volumul unei prisme drepte este egal cu Ap.ei - /1 = 22 - 6 = |24 |cm?.

. - . . o 8
. Daca diametrul bazei cilindrului este de 8 cm, raza bazei este egala cu 5=

4cm. Aria laterala a cilindrului este egald cu 27rg = 27 -4 -7 = | 567 | em?.

2. Subiectul II.

Rezolvare.

9.

10.

11.

: Daca lucrarea este terminata de 10 muncitori in 6 zile, atunci un singur
muncitor ar termina in 10 - 6 = 60 zile. Deci 15 muncitori vor termina lucrarea

n 5= 4 zile.
@ . Inecuatia 2(x + 3) + 1 < 13 este echivalenta cu 2x + 6 + 1 < 13, sau

2x < 13 -6 —1. Avem deci 2x < 6, de unde x < g sau x < 3. Multimea

solutiilor naturale ale inecuatiei date este (—c0,3) "IN = {0, 1, 2}
. Fie a lungimea laturii triunghiului echilateral. Aria triunghiului echilat-
a-a-sin60°  a>V3 23

eral este data de formula > =7 Relatia

— 91/3 este

3
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2

echivalenta cu £ 9,deunde s> =4-9,decia =2-3 =6cm. Prin urmare,

perimetrul triunghiului este egal cu 3 -6 = 18cm.
12. [D]: Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex este egala cu 360°.
Deci avem 2x + 4x + 6x + 8x = 360°, ceea ce este echivalent cu 20x = 360°.

- 360
D = — =18
e aici x 20

3. Subiectul III.

Rezolvare.

13.

14.

15.

a.

Faptul ca a, b, ¢ sunt direct proportionale cu 2, 3, respectiv 5, revine la

b . 2 40 : o
a_ 7 _ f, de unde rezulta ca R 0,4 = —. Deci numarul a

2 3 5 c 5 100°
reprezinta din numarul c.
b
Notand 5 = = = = = k observdm ca k > 0. Rezultd a = 2k b = 3k

si ¢ = 5k. Inlocuind in relatia (2 — b)2 + (b — ¢)? + (c — a)> = 56 obtinem
(2k — 3k)> + (3k — 5k)* + (5k — 2k)*> = 56, ceea ce este echivalent cu k> +

4% + 9k* = 56, sau 14k* = 56. De aici k* = % =4, iar k = 2. Prin urmare,

az,bz@gic:.

Avem
f(V2)- f(V2-1) = 2V2+1][2(V2 - 1) + 1]
= 2V2+1)@2V2-1)
= 2V22-12=8-1=[7]
. Simplificam mai intai suma f(1)+ f(2)+ f3) + ...+ f(n) = (2-1+1)+(2-2+

D+2-3+D)+...+2n+1)=2-1+2-2+2-3+...+2n)+(1+1+1+...+1) =
nn+1)

20+2+3+.+n)+n=2 + 1 = n? + 21 V(detalii

Am folosit faptul ca pentru orice n € IN* avem

_ n(n+1)

1+2+3+...+
3 n 7

Atunci pentru orice n € IN* avem

\/[f(1)+f(2)+...+f(n)]—2n: V2 +2n-2n=neN

Notam cu ABC sectiunea axiala in con, unde A este varful conului, B si
C sunt puncte diametral opuse in cercul care este baza conului, iar O
centrul cercului de baza. Atunci AB = AC si AO este Tnaltimea conului.

4
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J

flx)=2x+1

A0, 1)

:_]/ ‘O(O’O):l :2 :3 :4 :5

Ficura 1. Exercitiul 14. Graficul functiei trece prin punctele de coordo-
nate (0,1) si (1, 3).

Ficura 2. Exercitiul 15.

Din ipoteza, 32 cm = AB + AC + BC = 2AB + 2BO, deci

AB+BO=16 (1)
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A . : — B
In triunghiul dreptunghic AOB avem 0,6 = cos ABO = A_(; de unde

BO BO 5BO 5BO

AB = 06" 5 - 3 Substituind n relatia (1) avem 3 + BO =16
¢ 10

ceea ce este echivalent cu 5BO + 3BO = 48, sau 8BO = 48, de unde
48

BO = — =6cm.
i 5BO

c. Am vazut la punctul precedent ca AB = — si BO = 6¢cm, de unde

5.6 A N S .

AB = 5 = = 10cm. Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul drep-

tunghic AOB avem AO = VAB2-BO? = V102-62 = V100-36 =

. 2. h -6%-8 -36-8
64 = 8 cm. Prin urmare, V,,, = = = - =12-8n =

3 3 3
967 |cm?’.

d. Fie DE||BC CuE € AB si AO N DE = {M}. Cum BD este bisectoarea
unghiului CBE rezultd ca EBD = CBD. De asemenea din ED||BC, de-
ducem ca unghiurile CBD Si EDB sunt congruente ca alterne interne.
Din EBD = CBD si CBD = EDB rezultd ¢& EBD = DBC, deci triunghiul
EBD este isocel cu EB = ED.

Raza bazei mici a trunchiului de con este EM. Notam lungimea acesteia
cu r. Din EM||BO conform teoremei fundamentale a asemanarii rezulta

EM AE
ca triunghiurile AME si AOB sunt asemenea, de unde avem —— 50 - AB'
A : . 10-2
Inlocuind AE = AB — BE = AB — ED = 10 — 2r obtinem 6 = 010 " ceea

ce este echivalent cu 5 = 30 — 67, sau 11r = 30. Obtinem r = @

11
Atunci aria laterala a trunchiului de con este60 20 60 9
A[ZH'G(R-FV):?T'BE(BO-FEM): 11(6 11) n-ﬁ-ﬁ:
57607 -
121 '
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CAPITOLUL 2

Varianta 82

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

1.
2.
3.

o o

37-4=[148]

Dintre numerele x = 52,34 si y = 51,45 mai mic este numarul |y = 51,45|.
Inecuatia x + 2 < 2 este echivalenta cu x <2 -2 =0. Deci x € (—o0, 0] NN =
{03}

Daca A = {1,2,3} si B ={1,3,4}, atunci AU B = |{1,2,3,4} |

Un divizor al numarului 17 este .

. Suma masurilor unghiurilor unui poligon convex cu = laturi este 180° - (1 — 2).

In particular suma masurilor unghiurilor unui hexagon regulat este egala cu

180° - (6 — 2) =[720°]

. Daca [ este lungimea laturii bazei piramidei si a, lungimea apotemei pi-

- . [-a 10-4
ramidei, atunci A = 3 - Age = 3 - Zp:3- 5 = [60]cm?,

4P 4m- 6
 Vifers = gr = ”3 = 43621 = [2887]cm’.

2. Subiectul II.

Rezolvare.

9.

10.

11.

12.

@ : Din x> = 4 rezulta ca x ia una din valorile x; = =2 six, = 2, iar din > = 16,
rezulta ca y ia una din valorile i, = —4 si i, = 4. Cea mai mica valoare a lui
x — 1y se obtine pentru x = -2siy=4siesteegalacux —y=-2-4=—6.

< , . 2 ,
. Faptul ca 25% din a2 este 10 revine la 1—05051 = 10, ceea ce este echivalent
cu T =10, de unde o = 4-10 = 40.

: Cum ABCD este patrulater incriptibil, suma unghiurilor opuse este de
180°. In particular, m(ADC) = 180° — m(ABC) = 180° — 90° = 90°.

: Cum triunghiurile AOB, BOC, COD si AOD sunt triunghiuri dreptunghice
congruente, aria fiecaruia din ele este un sfert din aria patratului. Deci
Aapco 87 64

- i 2
1 -2 1 16 cm~.

Acop =
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3. Subiectul III.

Rezolvare.
13. a. Avemab = 10a + b si bc = 10b + ¢, cu a,b,c € {0,1,2,3,...,9},a # 0 i

b # 0. Faptul ca ab si be sunt direct proportionale cu 5 si 3 revine la

10a5+ b_1ob+ ©. Aducand la acelasi numitor avem 30a + 3b = 50b + 5c,

ceea ce este echivalent cu 30a — 5¢ = 50b — 3b, sau cu
5(6a —c) =47b (1)

Cum c.m.m.d.c(5,47) = 1, rezulta ca 5 divide pe b. Dar b € {1,2,3,..9},
deci b = 5.

b. Inlocuind b = 5in relatia (1) avem 5(6a—c) = 47-5 echivalent cu 6a—c = 47
sau 6a = 47 + c. Membrul stang este multiplu de 6, deci si membrul drept
47 + ¢ = 42+ (5 + ¢) trebuie sa fie multiplu de 6. Or aceasta revine la 5 + ¢
multiplu de 6, adica c € {1, 7}.

Pentru ¢ = 1, obtinem 6a = 48, de unde a = 8.
Pentru ¢ = 7, obtinem 6a = 54, de unde a2 = 9.

Astfel numerele de forma ab si be care indeplinesc conditia din enunt
sunt | (85,51)|si|(95,57)|.
14. a. f(x)-g(x)=(x+2)(x+4) =x*+4x+2x+8=x*+6x +8, Vx € R.

Ficura 1. Exercitiul 14.

b.

c. Dreptele care sunt reprezentarile grafice ale functiilor f, respectiv g sunt
drepte paralele. Prin urmare distanta de la orice punct M situat pe grafi-
cul functiei f la graficul functiei ¢ este constanta si este egala cu distanta

8
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15.

a

b.

intre cele doua drepte paralele. Fie {A} = G, N Ox, {B} = Gy N Oy,
{C} = G, N Ox si {D} = G, N Oy, unde G reprezinta graficul functiei f,
iar G, graficul functiei g. Daca N este piciorul perpendicularei din O pe
CD si {M} = ON N AB, atunci distanta dintre dreptele AB si CD este
distanta MIN = ON — OM. Din AO = OB = 2 rezulta ca triunghiul AOB

este dreptunghic isoscel si deci m(BAO) = m(ABO) = 45°. n triunghiul

. — MO
dreptunghic AMO avem sin MAO = 10" de unde MO = AO -sin45° =

2 - % = 2. Similar, din OC = OD = 4 rezulti ca triunghiul COD
este dreptunghic isoscel si deci n(DCO) = m(CDO) = 45°. in triunghiul

dreptunghic CNO avem sin NCO = N—O de unde NO = CO - sin45° =

CoO
2 )
4~7\/_:2\/§. Prin urmare MN = ON — OM =2V2 — V2 =] /2|
ep
oC
o ©
oy
(9]
o)
D N
) 2
\ \’ aC
/ s P
K M //
B

Ficura 2. Exercitiul 15.

Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic BCC": BC’' =

VCC?2+BC? = J(2V3)2+22 = V12+4 = 4cm. Deci C'O = Be

2
% =2cm.
Din D’'C’ L (BCC’'B’) si BC' € (BCC'B’) rezulta ca D’C’ L BC’. Con-
form teoremei lui Pitagora aplicata in triunghiul dreptunghic OC’D” avem
D'O = VD'C?+0C? = V22 +22= VY8 =2V2cm.
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c. DinAB =D’C’, OB = OC’ si ABO = D’C’'O conform cazului de congruenta
L.U.L. a triunghiurilor, rezulta ca triunghiurile ABO si D’C’O sunt con-
gruente, de unde rezultd cd AO = D’O = 2+/2cm. Lungimile laturilor
triunghiului AOD’ sunt 4, 2 V2 si 2 V2. Cum 42 = (2V2)? + (2 V2)? (c&ci
16 = 8 + 8), rezulta conform reciprocei teoremei lui Pitagora ca triunghiul
AOD’ este dreptunghic cu unghiul drept AOD:.

d. Fie AC nBD = {M} si N mijlocul lui OC. In triunghiul ACO, segmentul
MN este linie mijlocie, deci MNI||AO. Din MN||AO si B’D’||BD, rezulta
ci unghiul dintre AO si B’D’ este unghiul NMB. Cum MN este linie

. . . AO  2V2 :
mijlocie n triunghiul ACO, avem si MN = - = T\/_ = \2cm. Deci

MB = MN = V2, de unde deducem ca triunghiul MBN este isoscel.
in triunghiul echilateral OBC (c&ci OB = OC = BC = 2cm), BN este
mediana, deci si Tnaltime. Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul
dreptunghic BNC avem BN = VBC2-NC2 = V22 -12 = /3cm. Fie
P proiectia lui M pe BN. Cum triunghiul MBN este isocel, naltimea

, o : N . : BN 3
MP este si mediana, deci P este mijlocul lui BN gi BP = - = i cm.

Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic MPB avem MP =

VMEBZ — P2 = \/(@2_(?) -2 =P

Calculand aria triunghiului MBN Tn doua moduri, avem

MB-MN -sinBMN _ MP - BN
2 -2
MP-BN L-V3 |vi5

De aici sin BMN = = =
e aici sin MEMN = 5.3 1

10



9-5-2007 / versiune finala pro-didactica.ro

CAPITOLUL 3

Varianta 83

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
1.3.7-4=21-4=[17]
40

2. 1520=

3. Cum 74 = 14 - 5 + 4, cétul impartirii cu rest a numarului 74 la 14 este egal cu
5] \

4. Ecuatia 2x — 1 = 3 este echivalenta cu 2x = 4, de unde x = 5= .

5. Stim ca suma unghiurilor unui triunghi este egala cu 180°, deci al treilea unghi
al triunghiului va avea masura egala cu

180° — (27° + 79°) = 180° — 106° =

6. Diagonala AD este diametru in cercul circumscris hexagonului regulat ABCDEF.
Cum latura hexagonului regulat este egala cu raza cercului circumscris hexagonu-
lui, AD = 2AB =2 -7 =[14]cm.

7. Asferei = 4777’2 =47 - 32 = n sz_

8. Vew = 5° = |125|cm?.

2. Subiectul II.
Rezolvare.

9. : Cubul are 6 fete si piramida triunghiulara 4 fete. Daca am avea 10
piramide (raspuns A) triunghiulare, asta insemna ca avem 10 -4 = 40 fete, iar
restul de 58 — 40 = 18 fete provin de la cuburi. Cum 18 se divide la 6 (numarul
fetelor cubului), inseamna ca avem pe langa cele 10 piramide si 3 cuburi.
Deci este posibil sa avem 10 piramide. Acelasi ratfionament este valabil si
pentru 7 piramide (raspuns C) si 4 piramide (raspuns D).

In schimb daca am avea 9 piramide triunghiulare (raspuns B), atunci am
avea deja 9 - 4 = 36 fete, deci restul de 58 — 36 = 22 fete provin de la cuburi.
Dar 22 nu se Tmparte exact la 6. Contradictia obtinuta arata ca nu putem
avea 9 piramide triunghiulare.

10. : E(x)=4(Bx-1)-32x+5)=12x—4—-6x—-15=6x-19

11
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11. [D]: Dac a este lungimea laturii triunghiului echilateral si » raza cercului

" A ) a\/§
inscris Tn cerc, atunci r = o de unde a =

ﬂ:ﬁ:@:lzﬁcm_
V3 V3 3

Deci perimetrul triunghiului este egal cu 3 - 12 V3 = 36 V3 cm.

12. @ : Fie L lungimea si [ latimea dreptunghiului de arie 19 m?, deci [ - L =

19. Daca si lungimea si latimea se maresc de 2 ori, dimensiunile noului
dreptunghi devin 2L si 2/, iar aria lui este egala cu 2L-2] = 4] = 4-19 = 76 m?.

3. Subiectul III.

Rezolvare.

13.

14.

(ab)? = (ba)? (10a + b)® = (10 + a)?
[(10a + b) — (10b + a)][(10a + b) + (10b + a)]
= (9a-9b)(11la+11b) =9 -11-(a—Db)(a + D)

Se vede acum ca (ab)* — (ba)* este divizibil cu 9.

. Suma cifrelor numarului ba este a+b. Ipoteza ca prin impartirea numarului

ba = 10b + a la a + b obtinem catul 12 si restul 4, se traduce prin 10b +
a =4+ b)+12, cua+b > 12. Aceasta relatie este echivalenta cu
3a — 6b + 12 = 0. Simplificand prin 3 obtinem a = 2b — 4 = 2(b — 2). Deci
a este o cifra para, de unde deducem a € {2,4,6,8}. Examinam aceste
cazuri:

Pentru 2 = 2, obtinem b = 3. Aceste valori nu convin deoarece a + b =
5<12.

Pentru a = 4, obtinem b = 4. Aceste valori nu convin deoarece a + b =
8 < 12.

Pentru a = 6, obtinem b = 5. Aceste valori nu convin deoarece a + b =
11 < 12.

In fine, pentru a = 8, obtinem b = 6 sicuma+ b = 14 > 12, rezulta ca

numarul ab este egal cu[86].

. Media geometrica a numerelor x si y este

NTE \/(5\/5—7)(5\/§+7): \/(5\/5)2—72: V50 — 49 =[1]

: o . 1 . 1
. Stim de la punctul (a) ca xy = 1, deci x = }—/ Inegalitatea x < 7L este

atunci echivalentd cu 14 < y = 5V2 + 7, sau 7 < 5V2. Prin ridicare la
patrat aceasta inegalitate este echivalenta cu 49 < 50, care este evident
adevarata.

12
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. y 1 1 x*+y
c. Folosind repetat faptul ca xy = 1 avem o +— = 4

Pt + 227 2% = (P ) - 2% = (P + ) -2 = [(x + y)? -
2xy2 =2 =[(10V2)? = 2> =2 = [200 — 2> =2 = 198> — 2 € .

Ficura 1. Exercitiul 15.

15. a.
b. Primarezolvare. Calculam maiintai lungimile laturilor triunghiului B’MO.
Cum BD este diagonala patratului de latura 4 cm, lungimea lui BD este

. N . . BD .
4+/2cm, iar O este mijlocul lui BD, deci BO = - = 22 cm. Aplicand
teorema lui Pitagora n triunghiul dreptunghic B'BO avem B’O = VBB’2 + OB? =
4+ (2V2)? = V16 + 8 = 26 cm. In triunghiul dreptunghic MDO con-

form teoremei lui Pitagora avem MO = VMD? + DO? = /22 + (2/2)? =

V4+8 = 2+3cm. Cu teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic

MD'B’ avem MB’ = VMD”? + BD? = /2 + (4V2)> = V4 +32 = V36 =

6¢cm. Prin urmare, lungimile laturilor triunghiului B’MO sunt 2 V6, 23

si 6. Cum (2V6)? + (2V3)? = 62 (caci 24 + 12 = 36), conform reciprocei

teoremei lui Pitagora rezulta ca triunghiul B’MO este dreptunghic in O.
-OB" 2vV6-2

MOzO _2V6 ‘/5:2«/6-«/’:

Aria lui BPMO este deci egala cu >

6 V2 |cm?.
A douarezolvare. Ariatriunghiului MOB’ este aria dreptunghiului BB’D’D
din care scadem suma ariilor triunghiurilor dreptunghice BOB’, MDO si

13
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MB'D'.
Ariagppp = BD-BB =4V2-4=16V2
BB’-BO 4-2vV2
AriaBOBf = = \/_ =4 \/E
2 2
DO-MD 2vV2-2
AriaMOD = © 2M = \/2_ =2 \/E
B'D"-MD" 4+vV2-2
AriaMBfo = 2M = \/2— =4 \/E

Deci Ariaypo =16 V2 —4V2-2V2-2V2 =|6 V2|,

c. Cum BB" L (ABCD) si AO c (ABCD), rezulta ca AO L BB’. Din
AO L BB si AO L BD (diagonalele patratului sunt perpendiculare)
rezulta ca AO L (DBB’D’), deci AO L (MB’O). Stim ca daca un plan
contine o dreapta perpendiculara pe un alt plan atunci cele doua plane
sunt perpendiculare, deci din AO L (MB’O) si AO c (AOM) rezulta ca
(AOM) L (MB’O).

d. MO este linie mijlocie in triunghiul D’DB, deci MO||BD’. Atunci unghiul
dintre MO si A’C este egal cu unghiul dintre BD’ si A’C, adica unghiul
BPC, unde {P} = A’/CNnBD’. Deoarece BD’ si A’C sunt diagonalele cubu-
lui de laturd 4 cm, avem A’C = BD’ = 4 V3 cm. Punctul P este mijlocul lui
A’B si A'C, deci BP = PC = 2+/3 cm. Fie Q piciorul perpendicularei din
P pe BC. In triunghiul dreptunghic POB aplicand teorema lui Pitagora

avem PQ = /PBZ—BQ? = J(2V3)2-22 = V12-4 = 8 = 2+2cm.
Scriind aria triunghiului BPC in doua moduri avem
PQ-BC _ BP-PC-sin BPC
2 2
De aici sin BPC = PQ-BC = 2V2-4 = 2V2 .
BP-PC  2+3-.243 3

14
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CAPITOLUL 4

Varianta 84

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

1.

No gk D

(12-2)+4=10+4=[14]

Media geometrica a numerelor 2 si 8 este egald cu V2 -8 = .

Solutia ecuatiei 2x = 10 este x = 12—0 =[5].

Daca A = {1,2,3} si B={3,4}, atunci AN B = | {3} |.

Cum o ora are 60 de minute, 5 ore sunt egale cu 5 - 60 = minute.
Latimea fiind o doime din lungime, este egala cu 12—4 = .

@Ln HG]||CD, unghiul dintre HG si AC este unghiul dintre CD si AC adica

ACD a c&rui masura este egald cu [45°].
Fie ABCDEFGH prisma dreapta cu baza patrat. Calculam Tnaltimea AE a
prismei aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic ABE:

AE = VBE2 - AB? = V32 -3 = V25-9 = V16 =[4]cm

2. Subiectul II.

Rezolvare.

9.

10.

11.

[B]:Pentrux=1-asiy=1+aavem (x+y—-1)7 = (1—a+1+a—1)27 =
12007:1_

: Fie M(a, b) punctul de intersectie al graficelor functiilor f si g. Avem deci
relaile b =2 —32 (1)sib=2a—-3 (2). inlocuind b din relatia (1) in relatia
(2) avem 2 — 3a = 2a — 3 ceea ce este echivalent cu 2 + 3 = 22 + 32 sau cu

5ad = 5, de unde a = g = 1,iarb = 2 -3 = —1. Prin urmare, punctul de
intersectie al graficelor functiilor f si ¢ este M(1,-1).

: Notand cu a, b, ¢ masurile unghiurilor triunghiului, avem a + b + ¢ =
180° (1) i % == % Notand cu k valoarea comuna a acestor rapoarte,

avem a = k, b = 2k si ¢ = 3k. Inlocuind in relatia (1) obtinem k+ 2k + 3k = 180°,
180°

N S

echivalent cu 6k = 180°, de unde k = = 30°. Prin urmare ¢ = 3k =

3-30° = 90°, deci triunghiul este dreptunghic.

15
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12. [D]: Cum diagonala mica are lungimea 4 cm, diagonala mare a rombului
fiind dublul diagonalei mici, are lungimea 2 - 4 = 8 cm. Aria rombului este

jumatate din produsul diagonalelor, adica

8-4

T =16 sz.

3. Subiectul III.

Rezolvare.

13.

14.

15.

a.

Daca 18 elevi participa la olimpiada de matematica si 15 elevi participa
la olimpiada de fizica atunci 18 + 15 = 33 elevi participa la olimpiada de
matematicd sau fizicd. Cum in clasd sunt 27 de elevi, 33 — 27 = 6] elevi
participa si la olimpiada de matematica si la cea de fizica.
Cum din cei 18 elevi care participa la olimpiada de matematica, 6 par-
ticipa si la olimpiada de fizica, rezulta ca 18 — 6 = elevi participa
numai la cea de matematica.
Pentru m = 2 ecuatia devine x> +2(2+1)x+2%+2—-1 = 0, adica x*>+6x+5 =
0. Discriminantul acestei ecuatii de gradul doi este A = 6> —4-5 =
-6- V16  —6-4 . —6+ V16
) = 5 = Sl Xp = — =

36 —20 = 16, iar x; =

62+ 4 _ .

Daca x = —m este solutie ecuatiei, atunci (—=m)? + 2(m + 1)(—m) + m?> +
m —1 = 0. Efectuand calculele obtinem m? — 2m? —2m + m> + m —1 = 0,
sau -m —1=0,deunde |m = —1|
Ecuatia de gradul doi are doua solutii reale diferite daca si numai daca
A>0. Avem A =4(m+1)>—4m?> +m—1) = 4dm*+8m+4—4m> —4m+4 =
4m + 8, deci conditia A > 0 revine la 4m > —8 sau m > —2. Deci pentru
m € (—=2,00) |, ecuatia are doua solutii reale distincte.

Aplicand teorema lui Pitagora n triunghiul dreptunghic VAB (din ipoteza
2

. AB- .
VA L VB), avem AB? = VA? + VB?. Dar VA = VB, deci VA? = - Si

2
astfel VA = w/ﬁ _AB 18V2 =92 cm.
2 \2 2
Din VA = VB, VC latura comuna si AVC = BVC = 90°, conform cazului
de congruenta L.U.L. rezulta ca triunghiurile VAC si VBC sunt congru-
ente, deci AC = BC. Similar aratam ca triunghiurile VAB si VBC sunt
congruente, deci AB = BC. Astfel AB = BC = AC. Fie VO inaltimea
conului. Atunci AO, BO, CO sunt raze n cercul circumscris triunghiului

: - o . : AB
echilateral ABC a carui latura are lungimea de 18 cm. Atunci AO = ﬁ =
ABV3 18+V3 A I o .

3\/— = 3\/— = 6/3 cm. Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul

16
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Ficura 1. Exercitiul 15.

dreptunghic VOA avem VO = VVA2-AO? = \/(9 V2)2 — (6 V3)?
V81-2-36-3= V162 -108 = V54 =|3 V6| cm.

L2 . 2, . 2,
e v, =TT h_ n-AO*-VO _ m-(6V3) 3«/6271'36.3‘\/5:
3 3 3
1087 V6 | cm®

d. Din VA L VCsi VA L VBrezultaca VA L (VBC). Cum VA L (VBC) si
VM c (VBC)avemca VA L VM. Din VM L VA si VB L VA rezulta ca

unghiul planelor (AVM) si (AVB) este unghiul BVM. In triunghiul drep-
tunghic isocel VBC (VB = VC), VM este mediana, deci si bisectoare.

Cum BVM = CVM si BVC = 90°, rezultécém:¥:%:.

17
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CAPITOLUL 5

Varianta 85

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

1. Dintre numerele 301,405 si 502 cel divizibil cu 3 este |405|, deoarece suma

cifrelor sale 4 + 0 + 5 = 9 este divizibila cu 3.

Radacina patratd a numarului 64 este 8, deoarece 8% = 64.

Daca suma a doua numere este 30, iar unul dintre numere este 18, atunci al

doilea numar este egal cu 30 — 18 = .

4. 2 dm?® =2 litri

5. Suma unghiurilor ascutite ale triunghiului isocel cu un unghi de masura 100°
este egala cu 180° — 100° = 80°. Cum cele doua unghiuri ascutite sunt egale

o

o I o . 0
(nu putem avea doua unghiuri de 100°), unul are masura egala cu = .

6. Daca ABCD este un romb si E este proiectia lui A pe BC, atunci aria rombului
este egala cu BC - AE. Avem deci relatia BC - AE = 40, de unde inaltimea
40 40
AE—ﬁ—E—Cm. , -
TC
7. A =21 nde r = —— = =[25]dm.
| =2m-r-g, deunder g 2m-d [25] dm

8. A; =6+ Aegei = 6 -6 = [36] cm?.

wmn

2. Subiectul II.

Rezolvare.
9. : Discriminantul ecuatia de gradul doi 3x> —x —4 =0 este A = (=1)> — 4 -
. 1+7 8 4 . 1-7 -6
3'(—4)—1+48—49, |arxl—ﬁ—g—§§|3(f2—ﬁ—?——l.

23 1 11 3 5 11 5 6
10. |A|:3= .2 -2 = .- - = _ = _ =
0.[4] 3337237337273 72732773

11. . Fie AB segmentul care face cu planul dat un unghi de 30° si fie C
proiectia lui B pe plan; deci proiectia segmentului AB pe plan este seg-

mentul AC. 1n triunghiul dreptunghic ACB avem cos30° = ~7; de unde

3
AC:ABcos30°:6\/§-T\/_ =9 cm.
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12. : Fie AOB unghiul la centru a carui masura este egala cu 30°. Daca

, . . o 12 .
diametrul cercului este de 12 cm, raza cercului este egala cu 5 = 6 cm. Aria

. o Tt
sectorului de cerc AOB este egala cu

2 -m(AOB) _ 7-62-30°

— 2
3600 se0r o

3. Subiectul III.

Rezolvare.

13.

14.

15.

a.

Vrem sa numaram cate numere de doua cifre, pot fi scrise sub forma
Xy = 6n+ 4, cun € N. Aceasta relatie se mai scrie xy — 4 = 6n.
Numerele de forma xy — 4 pot lua toate valorile cuprinse intre 10 -4 = 6
si 99 — 4 = 95. Printre elementele multimii {6,7,...,94,95}, numerele
divizibile cu 6 sunt 6 = 61, 12 = 6-2,...,90 = 6 - 15, deci exista
numere ce satisfac enuntul.

Fia a deimpartitul si b impartitorul. Evident a > b si b # 0. Daca restul
impartirii lui 2 la b este 6 si catul 4, atunci conform teoremei Tmpartirii cu
rest avem relatia @ = 4b + 6 (1). Cum suma dintre deimpartit, cat si
Tmpartitor este egald cu 260, avem relatiaa + b+ 4 =260 (2). Inlocuind

(1) In (2) avem 4b + 6 + b + 4 = 260 ceea ce este echivalent cu 5b = 250,
< 250 . o
de unde Tmpartitorul este b = = = , iar deimpartitul 2 = 4b + 6 =

200 + 6 =206 .

\/2— V2 \/2+ V2 = \/(2— V2)2+ V2) = /22— (V2 =

ViZ2=[ V2

(a+b)2:a2+2ab+b2”b::\5(\/2— V22 +2V2+ (424 V22 =2—- V2 +

2V2+2+V2=]4+2V2
b _ \/2+«/_ \/2+\/_\/2— iy 2

. Avem — = . Prin urmare,
a /2 _\3 2-12 2 - \2
2V2+2  2-
Gl VI o 2-2\h V2 o
2-12 2-V2  2-42
Fie M mijlocul lui BC. Calculam lungimea apotemei DM prin aplicarea

teoremei lui Pitagora in triunghiul dreptunghic DOM. Pentru aceasta
avem nevoie de lungime lui OM. Cum DO este naltimea piramidei tri-
unghiulare regulate, O este si centrul de greutate al triunghiul ABC, deci

1 A . o
OM = gAM. Pentru a afla AM, vom calcula mai intai lungimea laturii tri-
AB-AC-sin60°
5 -

unghiului echilateral ABC. Folosim formula ariei A zc =

20
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> e

Ficura 1. Exercitiul 15. Atentie! Punctul T este foarte apropiat de
varful D al piramidei.

AB>+V3 . g . AB*>V3
4\/_. Din ipoteza A,sc = 27 V3, deci 4\/_ = 27+/3. Astfel AB? =

27 -4, iar AB = V9-3-4 = 3-2+3 = 63 cm. Stiind acum lungimea

laturii triunghiului echilateral egald cu 6 V3, rezulti ca inaltimea triunghi-

ABZ\B = 6\/52. V3 = 9 cm. Atunci OM = ATM =

9 A _ N . .
3= 3 cm. Aplicand acum teorema lui Pitagora n triunghiul dreptunghic

DOM avem DM = VDO? + OM2 = V42 +32 = V16 +9 = V25 =5 cm.
c. Fie POR cu P € DA, Q € DB si R € DC, planul de sectiune in piramida

DABC care trece prin mijlocul N al Tnaltimii DO si care este paralel cu

. . DO 4
planul bazei ABC. Stim ca NO = - =5= 2 cm. Cum planul POR este

paralel cu planul bazei ABC si trece prin mijlocul inaltimii DO, punctele
P, Q, R sunt de asemenea mijloacele laturilor DA, DB, respectiv DC. Prin
urmare, PQ este linie mijlocie in triunghiul DAB si are lungimea egala cu

ului ABC este AM =

. V3
AB 6V3 ) PO-OR -sin60° 3V3:3V3.- ¥
AB _6¥3 .5 Atunci Apoy = L2 QR SIn60” 2L
2 2 2 2

273

Tcm.
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Tn final,

NO(Apgr + Aapc + /Apgr - Aspc)

Vporape = 3

274\/’ 27 \G /27\/_ 27\/—]

(27\/_ 27\/—3 27\/_)_2 7-273

3 4

W |

63V3|
= —2 cm
d. Fie T proiectia lui M pe DA. Cum M este mijlocul lui BC si triunghiul
BCD este isocel (DB = DC) rezulta ca mediana DM este si inatime,
deci DM L BM. Similar, in triunghiul echilateral ABC mediana AM este
si inatime, deci AM L BM. Din BM L AM si BM L DM, rezulta ca
BM L (AMD). Cum BM L (AMD), MT L AD si AD c (AMD) conform
teoremei celor trei perpendiculare avem ca BT L AD. Cum BT L AD

si MT L AD, rezulta ca unghiul dintre planele (AMD) si (ABD) este
BTM. 1n triunghiul dreptunghic BMT (am vazut mai sus c& BM L MT)

_— B o . D Lo
avem tan BTM = ]\T]\; Aflam MT prin calcularea ariei triunghiului AMD

R o . DO-AM  MT-DA
in doua moduri. Avem A up = = , de unde MT =

2 2
DO -AM

DA
Aplicand teorema lui Pitagora n triunghiul dreptunghic DMB aflam muchia

laterala a piramidei : DB = VDM? + MB? = /5% + (3 V3)? = V25 + 27 =

4. 1
V52 = 213 cm. Avem deci, MT = —— oo 18 §| de aici
21[ 1[
tanm:BM:3\/§:3\/§-\/13: V39
MT ~ 18 18 6
Vi3

22
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