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CAPITOLUL 1

Varianta 51

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

1.6+(2-4-9=6-1=]5]
: Numérul divizibil cu 2 este | 756 |.

2
3. —-25=
25 -1 0
4. Folosind relatiile lui Viete avem: x; - x, = 2 =71= @
4+6
5. m, = > =[5]
6. Inaltimea triunghiului echilateral de latura a este egala cu — deci in cazul

10\/_ 53l

de fata —— =

7. A= 7- g m-6-10 =[607].

8. Aria laterala este de 4 ori aria unei fete laterale. Aria fetei laterale este egala
cu muchia bazei (Iatimea) inmultita cu muchia laterala (lungimea). Avem deci

. . 200
Ay =4 -10 - muchia bazei, de unde muchia bazei este 0 -
2. Subiectul II.
Rezolvare.

9.[Cl]: E(V2+1)+E(1 - V2) =
4
i-m

5 14 5
10. Din 14_§avemx+1 0 ;Demx 1-1= @

11.[C|: Din AD = DB rezulta ca triunghiul ADB este isoscel si deci DAB =
DBA = 45°. Astfel ADB = 180° — (45° + 45°) =

ZCE’C
12. @ D eore = 2mr, de unde r = o = 36n = - cm.

3-V2-1 3-1+V2_2-V2+2+V2 _
2 2 - 2 -
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3. Subiectul III.

Rezolvare.

13.

14.

15.

a.

Fie n numarul copiilor din grup. Exprimand numarul de mere, ipoteza se
transcrie in relatia 3 + (n — 1)5 = 4n + 11 (1). Intr-adevar, 3 + (n — 1)5
reprezinta faptul ca un copil a primit 3 mere, iar restul de (n — 1) cate
5 mere, iar 4n + 11 reprezinta faptul ca toti copii au primit 4 mere si au
mai ramas 11 mere. Ecuatia (1) revine la 5n — 4n = 11 + 5 — 3, de unde

n=[13]

Numdrul total de mere primite de copii este 3+ (n—1)5 =3+12-5 = |63 |

fx)=3%x+4

-4
C(o,4)

\B(CE, 0)
S| /TA(+3,0) 00,0 °

Ficura 1. Exercitiul 14.

Pentru a calcula perimetrul triunghiului ABC avem nevoie de lungim-
ile laturilor triunghiului. Este evident ca AB = 6. Cum triunghiul ABC
este isocel (CO este si naltime si mediand) este suficient sa aflam
lungimea lui BC. Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul BOC avem
BC = VOB2 + OC? = V32 +42 = 5. Prin urmare perimetrul triunghiului
ABCeste AB+BC+CA=6+5+5=[16].

. Din faptul ca dreapta AC este reprezentarea grafica a functiei f, rezulta

ca A(=3,0) si C(0,4) apartin graficului functiei f, adica f(—3) = 0 si f(0) =

. . . 4
4. Aceasta revine la —3a + b = 0 si b = 4. Prin urmare f(x) = §x +4|

. . ot . . . . 1
Fie VO naltimea piramidei. Volumul piramidei este datde V = gAriaABCD-

VO:%-102-12:.

. Fie V; volumul piramidei mici, V, volumul trunchiului de piramida obtinut,

si A’B’C’D’ planul paralel cu planul bazei. Notam cu O’ intersectia di-
agonalelor in patratul A’B’C’D’. Vom calcula distanta VO’ de la varful
V la planul (A’B’C’D’). Avem urmatoarea relatie V = V; + V, (1). Din

. .V 1 . R . .
ipoteza 71 =7 sau V, = 7V; siinlocuind in relatia (1) obtinem: 8V, =
2
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Ficura 2. Exercitiul 15.
V 400 1
Vyascp, de unde V; = V/;BCD =~ = 50. Cum Vi = ZAugcp - VO’
o 3V 150 . .
deducem ca VO’ = L - (2). Avem deci nevoie de
Anpcp Anpcp

Appor  A'B2 VO?  VO?

Apxpcp. Folosind faptul ca: = = de-
aBeD e Tapty Ao | ABE | VO? | 122
VOr? 100 25 A N

ducem Axpcp = Aspcp ~3‘}7 = %3/0’2 = 3—6VO’2. Inlocuind n

relatia (2) avem: VO’ = L ceea ce este echivalent cu
AA/B/C/D/ § VO/Z

150 - 36 50
VO? = =6-36 = 6° deci VO’ =6]

d. Cum BO L VO si BO L AC, rezulta ca BO L (VAC). Fie H pi-
ciorul pependicularei din O pe VA. Conform teoremei celor trei per-
pendiculare, BH L VA. Unghiul dintre planele (VAC) si (VAB) este

BHO. In triunghiul dreptunghic VOA, conform teoremei lui Pitagora
avem VA = VVO? + AO? = /122 + (5+2)2 = V194. Atunci din acelasi
VO-AO 12-5V2

triunghi dreptunghic deducem OH =
VA V194
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o _ —  BO 5V2
In triunghiul dreptunghic BOH, avem tgBHO = OH ~ 12.5v2
V194
194
12




1-3-2007 / versiune finald pro-didactica.ro

CAPITOLUL 2

Varianta 52

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
1.7-2-3=
3
2.2 -

3. Cel mai mare numar natural din (-3, 8) este .
4. Media geometrica a numerelor 3 si 12 este V312 = V36 = 6],
5. AnB=|{5}
6. Raza cercului circumscris triunghiului este jumatate din lungimea ipotenuzei
triunghiului, deci[9].
7. Aria laterala pentru o prisma dreapta este perimetrul inmultit cu Tnaltimea.
. . N 3
Cum perimetrul bazei este 3 - 10 = 30, ndlfimea va fi == = 12|
dnr® 493
8. steré = 7;7/ = n3 = 7—( CI’I’I3.
2. Subiectul II.
Rezolvare.

9. : In multimea A de 6 elemente, existd doud numerele irationale, anume
V3 si /32 = 4+/2. Deci probabilitatea ca alegand la intamplare un numar

. S e . 2
din A, acesta sa fie irational este egala cu c= 73

. . 6 N .
10. @ . Ecuatia se rescrie 3x* = 7 — 1 sau x? = 3= 2. Solutiile ecuatiei sunt:
= V2six, = -V2.
11. . Din DE||BC rezultd ca BDE = CBD (alterne mterne) Pe de alta parte
CBD = DBE, caci BD este bisectoarea unghiului ABC. Atunci BDE = DBE,
deci triunghiul BED este isocel, iar BE = ED = 8 cm.

. o . o . . 64
12. : Cum perimetrul patratului este 64, latura patratului este egala cu il 16

cm. Deci diagonala patratului este: 16 V2 cm.
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3. Subiectul III.

Rezolvare.

13.

14.

. Folosind formula 1 +2+3+...+n =

a. Fie a si b cele doua numere, cu a > b. Ipotezele pot fi scrise sub forma

ecuatiilor a + b = 48 si a = 3b + 4. Substituind pe a din a doua ecuatie n
. 44 .
prima, avem: 3h+4+h = 48, de unde b = —- = [11],iara = 3-11+4 =[37]

. Avema+b =48 (1) si cum cel mai mare divizor comun al numerelor a

sibeste 6,a=6p, b= 6qcup,qprime intre ele si p > g. Inlocuind Tn
relatia (1) obtinem: 6p + 6g = 48 sau p + g = 8. Cum p, g sunt prime intre
ele, singurele posibilitati sunt (p, q) € {(7,1), (5, 3)}, caci in celelalte cazuri
p si g are fi ambele divizibile cu 2. Pentru p = 7, g = 1 obtinem ,

[b = 6], iar pentru p = 5, g = 3 avem [a = 30, [b = 18].

P

f=x+1

A(1,2)

B(£2,41)

Ficura 1. Exercitiul 14.

nn+1)

, avem

N = 2007 +2[f(0) + f(1) + f(2) + ... + £(2005)]
= 2007 +2[0+1D)+(A+1)+(2+1)+..+ (2005 + 1)]

= 2007 +2[1 +2 +... + 2006]

[2006 . 2007]

= 2007 +2 = 2007 + 2006 - 2007

= 2007(1 +2006) = 2007>
patrat perfect.

. Deoarece f(1) = 2 si f(-2) = —1, punctele A(1,2) si B(—2,-1) apartin

graficului functiei /. Cautam M(0, a) astfel incat MA + MB sa fie minima.
Folosind inegalitatea triunghiului se vede ca pentru ca MA + MB sa fie
minima trebuie ca punctul M sa apartina segmentului AB. Intr-adevar
daca M se afla pe segmentul AB atunci MA + MB = AB. Daca M nu
este pe AB, atunci in triunghiul AMB din inegalitatea triunghiului avem
MA + MB > AB. Agadar, M este intersectia dintre graficul functiei f si

axa Oy. Din f(0) = a obtinem a = 1. Punctul cautat este | M(0, 1) |.
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Ficura 2. Exercitiul 15.

15. a.

b. Fie Q intersectia diagonalelor trapezului ABB’A’, iar O si O’ si O’ cen-
trele cercurilor de baza. Evident OO’ este inaltimea trunchiului de con.
Triunghiurile A’OB’ si AQB sunt dreptunghice isoscele, deci Q?ﬁS' =
OB’A’ = QAB = OBA = 45°. In triunghiul A’O’Q avem: cos QA’0’ =

A0 V2 o L

A0 sau - = A'_Q de unde A’Q = 3 V2. Similar, in triunghiul AOQ
. —_AO V2 9 ~ -

avem: cos QAO = A0 sau —- = A0 de unde AQ = 9+2. Aplicand

teorema lui Pitagora n triunghiul dreptunghic AQA’ determinam gener-
atoarea trunchiului de con:

AN = VAT AQE = \OV2R + (V2
= V81-2+9-2= V180 = V36-5=|6V5
AQ-AQ 3V2:9V2

2 2 =127}

d. Fie V.= AA’ n BB’. Cum A’B’||AB triunghiurile VAB si VA’B" sunt
VA" A0

C. ABQB’ = AAQA’ =

asemenea, de unde . Aplicand proportii derivate avem:
VA A0 VA A0 ,  AAT-AO
VA-VA - a0-Aa0 S Aa T ao-an deunde VA

= 30-40
69\/_533 :3\/5 Atunci VA = VA + AA’ :9\/5
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in triunghiul dreptunghic VAO aplicidm teorema lui Pitagora: VO = VVA2 — AO? =

\J(©OV5E)?2 —92 = \92.4 = 18, Calculand aria triunghiului AVB in doua

VO-AB _ VA-VB-sinAVB

moduri avem relatia: sau 18-18 = 95

2
94/5-sin AVB, de unde sin AVB = 18 _|4 .
©@V52 o

10
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CAPITOLUL 3

Varianta 53

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

1.

15— (2+3)=15-5=[10]

2. Solutia ecuatiei x — 6 = 8 este x = 8 + 6 =14/
. o 7
3. Mai mare este numarul |2 = 5
4. Cel mai mic numar natural diferit de zero care se imparte exact la 5 si la 2
este .
5. 2kg =2000g.
6. Aria discului este 772 = [100]r.
7. Fie a muchia cubului. Stiind ca V., = a®, avem 27 = 4°, de unde a = cm.
8. Aj=nrg=m-5-15 =75t cm?.
2. Subiectul II.
Rezolvare.
9. @ : Din a doua ecuatie a sistemului avem y = 8 — 2x si Tnlocuind in prima
. . 33 A
ecuatie obtinem: 5x — 24 + 6x = 9, de unde x = T 3. Substituind n a dou
a ecuatie obtinem si y = 8 — 6 = 2. Deci solutia sistemului este (3,2).
10. : Numarul submultimilor unei mutimi cu n elemente este 2". Deci numarul
submultimilor lui A = {2, 3,4} este 23 = 8.
11. : Triunghiurile AMB si ABC au aceeasi inaltime, iar baza triunghiului AMB
- . . L o . A 24
este jumatate din lungimea bazei triunghiului ABC, deci A = EBC =5 =
12 cm?.
12. . Stiind ca aria patratului este 81, deducem latura patratului egala cu

V81 = 9. Deci perimetrul patratului este 4 - 9 = 36.

11
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3. Subiectul III.
Rezolvare.

. < : 60
13. a. Din faptul ca x este 60% din y, avem x = Tog¥ Sau x = gy sau 5x =

3y, ceea ce demonstreza faptul ca x Si y sunt invers proportionale cu
numerele 5 si 3.
b. Rezolvam sistemul:

{ 5x = 3y

2x+5y = 310

Din prima ecuatie avem x = 35_y si inlocuind in a doua ecuatie deducem
235_y + 5y = 310 sau 6y + 25y = 1550, de unde y = % = 50, iar
X = 35j = 30. Cele doua numere sunt deci |x = 30,y = 50 |.

14. a E(1)=1-2+2-2+1=]0]
N =x* =223+ 22 = x?(x> = 2x + 1) = x*(x — 1)> > 0 pentru orice x € R.
c. Avem

o

n* —2n +2n* - 2n+1

[((17%)* + 2n% + 1] = 2n(n* + 1)
= > +1)7?-2n(n*+1)

W+ 1> +1-2n) = >+ 1Dn -1y
sin*+n—-n*-1 = n(n>+1)—n*+1) = (n®>+1)(n—1). Deci:
(n? +1)(n - 1)
W+ )n-1)

E(n)

E()

m+n-n2-1

n—1€IN,Vn > 1.

Ficura 1. Exercitiul 15.

15. a.

12
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AB - AB sin 60°
b. A, = 3Aums +2A4c =3 - AB- AA’ +2 SIN60" _ 3 9412424

2
24? — 864 + 288 V3|,

c. Fie P piciorul perpendicularei din A pe planul (A’BC), deci AP este
distanta de la A la planul (A’BC). Calculam volumul piramidei A’ABC n

doua moduri. Pe de o parte Vupc = 5AP-AA,BC, iar pe de alta V45c =

1 , AA’ - A
EAA’-AABC. Avem deci AP-Apc = AA"-Apc, de unde AP = — 25
A’BC
o . . 24 -24 - sin 60°
Am vazut deja la punctul (a) ca Axpc = Zsm = 144 V3. Cal-

culam acum A, c. Fie A’M 1 BC. Cum triunghiul A’BC este isoscel M
este mijlocul lui BC si deci AM 1 BC. AM este inaltime in triunghiul

. : o 24 A :
echilateral ABC si este egala cu 2\/5 = 12+v/3. n triunghiul drep-

tunghic A’AM aplicam teorema lui Pitagora: A’M = VAA”? + AM? =

\122 + (12V3)2 = /1223 + 1) = 12-2 = 24. Deci, Aypc = A'M - BC _

2
24-24 _ 508 infinal: Ap = 24 Aasc _ 121443 =163|
Ane 288

d. Fie D simetricul lui C’ fata de A’. Cum A’D||AC si A’D = AC, patrulaterul
ACA’D este paralelogram si AD||A’C. Atunci unghiul dintre AB" si A’C
este egal cu DAB..

Triunghiul DAB’ este isoscel deoarece AB’ = A’C = DA = V242 + 122 =
12+/5. Cum A’'D = A’B’ = A’C’, punctele D, B’,C’ sunt pe un cerc de
centru A’. Dar AC’ este diametru in acest cerc, deci unghiul DB’C’ este
unghi drept. Aplicand acum teorema lui Pitagora in triunghiul DB’C’,
avem DB’ = VDC2 — B/C? = V482 — 242 = 243,

Fie M mijlocul segmentului DB’. Triunghiul DAB’ fiind isoscel, AM este
si inaltime. Conform teoremei lui Pitagora n triunghiul DAM, avem

AM = VDA?2 - DM? = \/(12 VB2 — (12V3)2 = 122
Calculand aria triunghiului DAB’ in doua moduri, avem
DB -AM _ DA-AB' -sin DAB’

2 2
DB’ -AM _24V3-12V2 |26
DA-AB"  12+/5.-125 5 |

De aici sin ADB’ =

13
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CAPITOLUL 4

Varianta 54

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
1.3-2+3-4=6+12=18|
Cel mai mare divizor comun al numerelor 20 = 4 -5 si 24 = 4 - 6 este .
Solutia ecuatiei x + 7 = 0 este [x = ~7|.
10kg =[10.000/

Perimetrul triunghiului dat este 3 - 7 =[21 |cm.

. - . 10
Lungimea apotemei patratului este — = |5]cm.

2
Ve = 5° =125 |em?.
LA =mrg=m-4-6=|24|rcm?

© N o Ok wbd

2. Subiectul II.

Rezolvare.

o o . 3 1
9. [A]: Din ipotezé avem x = 3y si y = g de unde g = % =5=0,5.
10. [D]: Relatia x> — 4x + 3 = (x + a)(x + b) este echivalentd cu x> — 4x + 3 =

x% + bx + ax + ab sau x* — 4x + 3 = x% + (a + b)x + ab. ldentificand coeficientii,
a+b=-4.
NG

2
11. [D]: V2sin45° + V3-tg60° = x/§-7+ V3-V3=1+3=4.

12. : Distanta de la orice punct de pe CD la AB este aceeasi Si este egala cu

\/5'\/5:5:1,5.

latura patratului. Deci Ay = > >

3. Subiectul III.

Rezolvare.
. . . . . b
13. a. Cum a si b sunt direct proportionale cu 4 si respectiv 2 avem Z =3 sau

% = b. Deducem ca b este din .

15
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14.

15.

b. Avem relatiile 2 = 2b i a+b = 24. Tnlocuind a in relatia a doua avem
2b2+b =24 sau %b =24,deunde b = % =, iara:2-16=.
a. f(=3) - f(=7)=(=3+2)(-7+2)=(-1)(-5) = -
f(y =x+2
5
B(2,4)
A(0,2)
C(?,?)
00,0 \BNE 10

Ficura 1. Exercitiul 14.

. Fie C(,0) si BB’ L Ox. In triunghiul dreptunghic AOC aplicand teorema

lui Pitagora obtinem:AC? = AO? + OC? = 22 + 4>. Aplicand teorema
lui Pitagora Tn triunghiul dreptunghic BB’C avem: BC?> = BB?> + B'C? =
4% + (a2 — 2)?>. Cum vrem AC = BC deducem relatia: 2% + a*> = 4% + (a — 2)?
sau 4 +a> = 16 + a* — 4a + 4, de unde 4a = 16 sau a = 4. Punctul cautat
este | C(4,0)|.

. Triunghiurile dreptunghice VOM si ABM sunt congruente, cazul cateta-

cateta. Intr-adevar VO = AB si OM = MB ambele fiind jumatate dinn
latura patratului. Deci VM = AM, de unde rezulta ca triunghiul VMA
este isoscel.

. Fie a lugimea laturii patratului ABCD. In triunghiul dreptunghic VOM

2 .. 5a?
avem VM? = VO? + OM?, sau a® + % = (4v/5)2. De aici % = 80, ceea
ce conduce la 7> = 64, deci a = 8. Prin urmare volumul piramidei este
1 1 512

-A VO =-8.8=
3A4sco 3 3

. Fie I distanta de la A la planul (VBC).

Piramida VABC are volumul jumatate din volumul piramidei originale,
. 256 - A . .
adica % Putem privi acest tetraedru avand baza VBC si atunci volu-

VM-BC _4+5-8

1
mul este dat de §Avgc‘h. Dar Aypc = 5 = 16 V5. Astfel
256 _ 1-16\/5~h, de unde 1 = 256 _ 16 V5 .
3 3 16 V5 5

16
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Ficura 2. Exercitiul 15.

17






1-3-2007 / versiune finald pro-didactica.ro

CAPITOLUL 5

Varianta 55

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
1.5+3-8=29].

5 5., 151 15
8T 8 3 |8
3. Cum 1 ml = 0,0011, rezulta 750 ml = 0,75 .
20
4. 155800 = 1160
5. ACB = 90° — 37° =[53°],
6. d(D,AB) = d(C, AB) = [5]cm.
7. Ay = nr(r + G) = 733 + 7) =30 Jr em?.
4-4.sin60° 2
8. V= Ay, oo SO0 32V3 _ 16 V3| cm?.
2 2
2. Subiectul I1.
Rezolvare.

3 . - N o . : o
9. : 3 este solutia ecuatiei 10x—3 = 2x. Intr-adevar, ecuatia este echivalenta

cu 10x — 2x = 3 sau 8x = 3, de undex:%

10. @ . Pentru ca multimea A sa fie egala cu multimea B trebuie ca: m —2 = 3
sim+1 = 6. Aceasta revine la m = 5.

11. @ : Raza cercului circumscris unui hexagon regulat este egala cu latura
hexagonului. Deci perimetrul hexagonului este egal cu 6 - 8 = 48 cm.

12. : Fie a lungimea laturii primului patrat. Noul patrat are lungimea laturii 24,
deci are aria (2a)? = 44> = 4 - 15 = 60 cm?.

3. Subiectul III.

Rezolvare.

13. a. Media clasei este:
2-10+3-9+6-8+6-7+5-6+1-5+2-4_ 180_

2+3+6+6+5+1+2 25

7,2

19
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b. Fie s suma notelor ce trebuiesc luate de elevii ce au nota 4. Vrem
ca: 2:10+3-9+6-8+6-7+5-6+1-5+s 172+s - 7 6. Aceasta
' 243+6+6+5+1+2 - 25 T

revine la 172 + s > 190 sau s > 18. Cum notele elevilor pot fi cel mult
10, deducem ca elevii trebuie sa ia, fie |unul nota 9 si celdlalt nota 10 |,

fie|amandoi nota 10|.
14. a. f(23) + f(24) = ()P +23) + ((-1)* + 24) = -1+ 23+ 1 + 24 = [47]
b. Suma are 36 de termeni. In aceasta suma fiecare termen contine o parte
de genul (-1)*. Cum avem 18 exponentii pari $i 18 exponenti impari,
suma acestor puteri ale lui (—1) va fi zero. Avem deci

f(A3)+ f(14) + ...+ f(48)

(1) +13) + (D)™ + 14) + ((-1)*® + 48)
= DB+ DM+ 4 (DT + (-1
+(13+14+...+47 +48)

= 0+(1+2+...447+48)-(1+2+..+11+12)
48-49 12-13

S

= 1176 — 78 = 1098

2
c. Graficul functiei ¢ contine doar 3 puncte si anume: A(0, g(0)), B(1, g(1))
si C(2, g(2)), sau A(0,1), B(1,0) si C(2,3).

(2,3)

N
)

(0,1)
L

(1,0) °

Ficura 1. Exercitiul 14.

15. a.
b. Proiectia O alui V pe planul (ABC) este centrul de greutate al triunghiului

: T . 2
ABC. Fie D proiectia lui B pe AC. Avem O € BD si BO = §BD. BD este

inaltime in triunghiul echilateral ABC, deci are lungimea 242\/5 =12 V3.
. 2 N . .
Prin urmare BO = - 123 = 8+/3. 1n triunghiul dreptunghic VOB

aplicam teorema lui Pitagora: VO = VVB2 — BO? = \/(12 V5)2 — (8 V3)2 =

20
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Ficura 2. Exercitiul 15.

V144 -5 — 64 -3 = V720 — 192 = /528 = 4 /33. Atunci volumul piramidei

este
AB - AC - sin60°
v _ AriaABc -VO _ 2 4 \/?g
VABC 3 - 3
247 . -4
- \/152 \@:242\/1_=576\/ﬁ
. AM - VO A o

c. Fied =d(M,AV). Avem A,y = — considerand drept baza AM,
AV -d o . R -
sau A vy = > considerand ca baza AV. Egaland cele doua arii

. AM-VO AV .d 12v3-4vV33  12+5-d
obtinem: > = =5 sau > = 5 de unde

S _48V3- V33 12V11 _|12V55

125 V5 5

d. Cum BM L AM si BM L VM, rezulta ca BM este perpendiculara pe
planul (VAM). Fie H piciorul perpendicularei din M pe VA. Conform teo-
remei celor trei perpendiculare, BH 1. VA. Unghiul dintre planele (VAM)

_—

si (VAB) este BHM. In triunghiul dreptunghic BHM, avem tg BHM =

BM 12 |55
MH 12455 [ 11 ]
5
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