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CAPITOLUL 1

Varianta 9

1. Subiectul I.
Rezolvare.
@) |(1+i)¥ =1 +i* = (V2)* =[4]
b) 27 + jl= VE+12 =
(c) sin§ +cos § :§+72 =| V2|

T T
(d) Vectorii 1 =21 +6j si ¥ =31 +9j sunt coliniari deoarece coeficientii lor
sunt proportionali:

e

3-1+4-1+3| 10 .
= =2
V32 + 42 V25 2

(e) Distanta este

() Avem
cos15° = cos(45° — 30°) = cos 45° cos 30° + sin 45° sin 30°
_ V2(¥3 1) _| Yo+ V2
o2 \2 2] 4 ‘
2. Subiectul II.1.
Rezolvare.
n+3)! m+3)(n+2)-n+1)! §
(@) T D) =|n+3)(n+2), Vne IN".

(b) Termenii sumei din enunt constau din 14 termeni consecutivi ai unei progresii

aritmetice de ratie 2, ce are primul termen egal cu 1 respectiv ultimul termen

. 1+27
egal cu 27. Valoarea sumei este +2 .14 =196,

€) log.x =log.(x*—x+1) = x=x*—x+1 © ¥*-2x+1 © (x-1)? & |[x=1|
85 85

Sa nu uitam sa observam ca valoarea gasita verifica conditiile de existenta
ale ecuatiei originale.

(d) Notand cu t = 3%, ecuatia din enunt devine

—t=6 & P-t-6=0 & te{-23].
Revenim la variabila x. Ecuatia 3* = —2 nu are solutii reale, iar ecuatia 3* = 3

admite solutia unicé [x = 1].
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(e) Deoarece 1° < 2° = 8 < 25 < 27 = 3 < 4 < 5°, inegalitatea este verifi-
cata de catre 3 numere din cinci (anume n € {3,4,5}). Probabilitatea acestui

. 3
eveniment este |p = g .

3. Subiectul II.2.

Rezolvare.
(@) |f'(x) =2x+cosx|, Vx € R.

1 1
(b)j(;f(x)dx:fo(x2+sinx)dx:(g—cosx)

(c) Avem

1

4
=|= —cos1|
3 COS

0

hm = lim 5 - :
X—00 f(x) x—co X 4+ SINX x>0 1 4+ Slxr;x

’ 2 2.,.%
f'(x) y x+cosx_1, ol %:@

(d) Continuam calculul de la punctul (a). Obtinem

f"(x)=2-sinx=1+1-sinx>1>0, VYxelR.
N——

>0

Prin urmare f este functie convexa pe IR.
(e) Printr-un calcul similar cu cel de la punctul (c), obtinem

lim = lim

1,1
n+1 ) p"‘m_O_@
n—>oon3+2_n—>oo1+% 1=

4. Subiectul III.

Rezolvare.
(@) Evident O, =0-A+0-Lel(A)silb=0-A+1-1, €I(A).
(b) Avem
» (2 3\(2 3\ (1 3)_
A ‘(—1 —1)(—1 —1)‘(—1 —2)““‘12'
g.e.d.

(c) detA =2-(-1)—(-1)-3 =|1|# 0, deci rangul matricii A este maxim, adica

egal cu[2]
(d) Tnmultim identitatea de la punctul (b) cu matricea (A + I,). Obtinem

A+L)NA’-A+L)=0, © A+, =0, & A’=—-I,.
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(e) Folosim punctul precedent. Avem

669
A2007 _ (A3) _ (_12)669 _ (_1)669 L =[-L].

() Prima solutie. Fie B = (;C ]t/) € M,(Q). Atunci prin calcul direct AB =

(Zx +3z 2y+ 3t) SiBA = (2x -y 3x-— y)_ Conditia AX = XA revine la

-x—z -y-—t 2z—t 3z-—t
2x+3z = 2x-y
2y+3t = 3x-y
-x—-z = 22—t
-y—t = 3z-t

Rezulta y = -3z Si t = x + 3z, deci

x =3z -2z -3z X+ 2z 0
B:(z x+3z):( z z )+( 0 x+22)=(—Z)A+(x+22)lzeI(A),

g.e.d.

A doua solutie. Fie vectorul e = ((1)

e si Ae sunt linear independenti, deci formeaza o baza in Q. Atunci exista
a,b € Q astfel incat

). Calculam Ae = (_21) Si observam ca

Be =aAe + be & Be = (aA +bly)e.
Rezulta
BAe = ABe = A(aAe + be) = (aA + bl)Ae.

Deoarece e si Ae formeaza o baza, rezulta

Bv = (@A +bl)v,Vve Q* & B=aA+bl, €I(A).

(g) Fiea, b € Q astfel incat Y = aA + bl, # O,. Calculam

2
2a+b 34 | _ —2a*—ab+2ab+b*+3a* = a®+ab+b* = (a + g) +4§Lb2'

detY = —-a —-a+b

Se observa ca
detY=0 © a=b=0 =Y =0,.

Deoarece Y # O, prin ipoteza, rezulta ca det Y # 0, deci Y este inversabila.
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5. Subiectul IV.
Rezolvare.

LN 1 B 1
f(x)_1+(x+2)2 1+ x2

(@) ,Vx e R.

N : o . 4
(b) Limita din enunt este exact derivata functiei f in x = 0, adica | f'(0) = “z |

(c) Rafinam rezultatul obtinut la punctul (a):

F) = x? — (x +2)? B —4(x +1) >0 ,x€(—c0,—1)
A+ +22]1+x2) [+ (x+2)2](1+x2) |<0 ,xe(=1,00)
Deci f este strict crescatoare pe intervalul (—oco, —1] respectiv strict crescatoare
pe [_1/ OO)
(d) Avem

lim f(x) = lim[arctg (x + 2) — arctg x] = g - g = @

Am tinut cont de una din proprietatile fundamentale ale functiei arctangenta,
anume faptul ca

lim arct x—E
g _2'

X—00

(e) Deoarece functia arctangenta este strict crescatoare pe R, iar x + 2 > x,

VYx € R rezulta ca f(x) > 0, Vx € R. Pentru a doua inegalitate, am vazut ca
x = —1 este punct de maxim global, asadar

f(x) < f(-1) = arctg 1 — arctg (1) = % - (—g) = g, YxeR.

(f) Fie 2 € R. Avem de aratat ca o primitiva a functiei g(x) = arctg (x + a) este
functia definita prin

G(x) = (x + a)arctg (x +a) — %ln [(x +a)* + 1] .

Intr-adevar,

X+a 2(x +a)

o 1
Gl =arctg M+ ) + 2 T T3 G ar a1

=arctg(x+a), VYxeR.



17-6-2007 / versiune finala pro-didactica.ro

(9) Deoarece f este continua si ia valori pozitive, aria ceruta este

1 1 1
f f(x)dx = f arctg (x + 2) dx — f arctg x dx
0 0 0

[3-arctg3— h\% —2-arctg2 + 11175] -

In2 In1
—[1-arctg1—n7—0-arctg0+n7]

Tt

= 3arc’cg?>—2arctgz—4 .
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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