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CAPITOLUL 1

Varianta 87

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(@) Amplificand cu conjugatul numitorului, numarul complex se poate scrie
3+4i  (B+4i)(-i) -3i+4
i W=y 1
Modulul acestui numar este |4 — 3i| = /42 + (-3)2 = V16 + 9 =[5,

(b) Conditia de coliniaritate a vectorilor este % = %, de unde a = @

(c) Fie a latura cubului. Atunci diagonala cubului este 2 V3 = 2 V3, de unde a = 2.
Aria unei fete a cubului este 2> = 4 si cum cubul are 6 fete, aria totala este
602 = [24]

(d) Coordonatele centrului de greutate al unui triunghi sunt mediile aritmetice
ale coordonatelor varfurilor. Conditia din enunt revine atunci la

24+a+(-3) -3+b+2
3 ’ 3

4-3i.

=(0,0).

Rezolvand cele doua ecuatii obinute, obtinem M.

Al 2 =31 2 =31
(e) Aria triunghiului ABC este data de S unde |1 1 1| =1[-1 4 0| =
-3 2 1 -5 5 0
- . . 1
'_é g =(-1)-5—-(-5) -4 = 15. Prin urmare aria este 75 .
(f) Conform teoremei cosinus, avem
e AB?+ AC?-BC? 42+62-8" 16+36-64 1
OSA=THAB-AC T 246 48 |4l
2. Subiectul II.1.
Rezolvare.

(a) Deoarece 5 este inversabil in Z, si 5! = 5, ecuatia se scrie sub formele
echivalente 5 ¢ =3 o 2 =513 2=5.3=[3]
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(b) Conform relatiilor lui Viete, avem x; + x, = —1 Si x1x, = 1. Atunci
xf +x§ —x1X = (X1 +x2)2 —3x1%p = (—1)2 -3-1 :.

(c) Conditia necesara si suficienta ca f sa se divida la g este ca restul impartirii
lui f la g sa fie 0. Dar acest rest este f(1) = 1° + m. Rezulta deci m = .

167 -64=0 (@) = cd?=P o -2x=3cx= —g .

(e) Inecuatia din enunt se poate scrie sub formele echivalente n*> —2n < 0 &

nn—-2) <0 e nel0,2]. Cum 2 din cele 5 elemente ale multimii satisfac

o e, . . 2
aceasta conditie (si anume 1 si 2), probabilitatea este .

3. Subiectul II.2.

Rezolvare.
(a) Pentru orice x € R, avem f’(x) = \ 2. In2+3"-In3 \

(b)
[[roois = [eemin=(e )

21-20 3130 |1 2
In2 " In3  |In2 - In3
(c) Conform definitiei derivatei unei functii intr-un punct, limita este f’(0) = In2+
In3 = .
(d) Deoarece f'(x) = 2*-In2+3"-In3 > 0, Yx € R, rezulta ca f este strict
crescatoare pe RR.
(e) Dand factor comun fortat » la numitor si numarator, avem

1

0

lim—7n+f(0) = lim Jnt2 —lim—n(7+%) = im7+% =
Vl—)ooSn—f(O) _n—><>05n—2 _n—>oon(5_g) _n—>005_2 N

4. Subiectul III.

Rezolvare.

A o 00 10 10
(@) Intr-adevar A + I, = (1 1) + (0 1) = (1 2) - B.

(b) Deoarece detA =0-1-1-0= @ rangul matricei A nu este 2. Avand cel
putin un element nenul, rangul lui A este .

o0 0 -0 -



15-6-2007 / versiune finald pro-didactica.ro

(d) Folosind repetat punctul precedent, avem
A2007 _ A2 2005 _ 4 42005 _ A2 42004 _

(e) Verificarea. Pentru n = 1 obtinem exact relatia demonstrata la punctul (a).
Pasul de inductie. Presupunem ca B" = [,+(2"—1)A. Atunci folosind punctele
(a) si (c) avem

B = B"-B=[L+©2"-1DAlI +A)
L+Q2"'-1DA+A+ Q2" -1)A?
= L+2"A+(Q2"-1DA=L+ (2" -DA

Conform principiului inductiei matematice, afirmatia din enunt este demon-
strata.

(f) Matricea aA + bB + cl, are pe prima linie, a doua coloana elementul 0, deci
nu poate fi egala cu matricea C care are pe aceasi pozitie elementul 8.

(g) La fel ca la punctul (d), obtinem A" = A, pentru orice n € IN*. Folosind
punctul (e), avem

n n __ n — n — 1 O
X=A"+B'=A+L+(2 —1)A—Iz+2A—(2n 2n+1).

Atunci det(A" + B") = 2" + 1 # 0, deci matricea A" + B" este inversabila.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.
i ’ - 1
(a) Pentru orice x > 0 avem f'(x) = si ¢'(x) = —|
. 1- 2
(b) Folosind formula sin® x = %, Vx € R, avem

" " "1 - cos2x x  sin2x\|"
2 _ ) _ N
f%f(x)dx—f7 sin xdx—f% > dx (2 1 )7
7T 7T 1 1
2 _ P R
(C)Lg(x)dx-f%xzdx ( x)7 T T T

(d) Cum g este continua pe domeniul de definitie, graficul lui ¢ poate avea o

w13

=]

" 1 2 1

: o - R : .1 ,
asimptota verticala doar in x = 0. Deoarece hrg g(x) = 111’51 = graficul
x—0* x—0*

lui ¢ are ca asimptota verticala dreapta de ecuatie [x = 0],
(e) Fiet € R six > 0. Atunci

sinx 1 , 1\?
+—:(tsmx—;) >0

2 sin’ x — 2t 5
X
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() Fie t € R arbitrar. Integrand inegalitatea de la (e) (exact cum ni s-a “suflat”)
si folosind monotonia si liniaritatea integralei, obtinem

1
zf sin® x dx— 2tf smx f—dx—f(tzsmx 2t¥ ;)deO
3 2

2

(g) Consideram functia de gradul doi /2 : R — IR, definita prin

h(t)—tzf sin® x dx — 2tf ﬁdx f%dx.

2
Conform punctului precedent, avem h(t) > 0, ¥Vt € IR. Atunci discriminantul
acestei functii de gradul doi este mai mic sau egal cu zero. Explicitand,

obtinem
7T . 2 7T 7T
4(f Smxdx) —4[f sinzxdx)(f lzdx)so
n X n n X

2 2 2
inegalitate care este evident echivalenta cu cea din enunt.

Observatie. Rezultatul de la ultimul punct se generalizeaza (urmand exact
ideile de mai sus) la urmatorea inegalitate, valabila pentru orice functii inte-
grabile f si g pe un interval [a, b]:

b 2 b b
( | f(x)g(x)dx) < [ Pwa [ gwar

Inegalitatea este foarte importanta. Este cunoscuta sub numele de inegali-
tatea Cauchy—Schwartz sau Cauchy—Buniakowski—Schwartz.




15-6-2007 / versiune finald pro-didactica.ro

Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
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