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CAPITOLUL 1

Varianta 83

1. Subiectul I

Rezolvare.
(a) Partea reala a numarului

(—2+3i)(-1+4)=2—-12-3i -8 = —10 — 11

este egald cu |10/,

(b) Aria triunghiului este S = %lAl, unde

1 -2 3 |1 -2 3
A=]1 -1 4=0 1 1 :‘
1 3 0 |0 5 -3

asadar S =[4]

(c) Cu formula uzuala (teorema lui Pitagora) obtinem

ABl = (-1 (-2 + 4 -3¢ =[ 2],

(d) Centrul de greutate are coordonatele

_xA+xB+xc_—2—1+3_0 _Yatystyc 3+4+0 7

G 3 T3 &L 3 3 3

. A 7
deci este localizat in punctul |G (0, 5) .

(e) Dreapta din enunt contine punctele A si B daca si numai daca coordonatele
lor i verifica individual ecuatia. Obtinem sistemul:

-2a+3b+5=0 -5b-5=0 b=-1 b=-1
& = &
—a+4b+5=0 —-a+4b+5=0 —-a—-4+5=0

a=1

(f) Am vazut mai sus la punctul (c) c& |AB| = V2. In mod analog calculdm si

IBC| = \/(3 — (D)) +(0-42=4V2.
Aria triunghiului ABC este

|AB|-|BC|-sinB  V2-4+V2-sinB .
S = > = > =4sinB.
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Pe de alta parte, am stabilit deja la punctul (b) ca S = 4. De aici rezulta

(triunghiul este dreptunghic in B).

2. Subiectul II.1.

Rezolvare.
(a) Deoarece functiile exponentiale sunt injective, ecuatia revine la

2r-1=7 © 2x?’=8 © =4 o |xe{-2,2}|.

(b) Rezolvam ecuatia:
log,(1+x)=2 & 1+x=2"=4 & x=3.

Probabilitatea ca un numar ales la intamplare din multimea {1, 2, 3,4} sa fie

. 1
trei este |p = 7 |

(c) intr-adevar,
1(1_ 1 )_1 X+3-x

3\x x+3/

1 3 = ! Vx>0
3 x(x+3) 3 x(x+3) x(x+3) '

(d) Aceasta problema este gresita.
(e) Notand b, = x si ratia progresiei cu g, ipoteza din enunt revine la

gx—x=4 o g-1x=4
P*x—x=16 @ -1x=16
Prin impartire, obtinem
16 (> -1)x

4:Z:W:q+1 ﬁ&]:3

- - - _ 4 _ ~ - - ~ ~ ~
De aici obtinem x = = = . Aceasta solutie nu ar fi completa fara ver-

ificarea faptului ca datele obtinute genereaza o progresie geometrica cu
proprietatile din enunf. Or, progresia geometrica gasita are primii termeni
2,6,18. Se verifica imediat faptul ca 6 — 2 = 4 respectiv 18 — 2 = 16.

3. Subiectul II.2.

Rezolvare.
(a) Derivata functiei f este data de

F/(x) = 2007* - In2007, Vx € R.

Limita din enunt este tocmai derivata functiei f in x = 1, adica| f'(1) = 2007 - In 2007 |.
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(b) Avem

2 2 x |2 2
2007 2007+ — 2007
= 2 7x = = .
fl fox)dx ,[1 007" dx In 2007 | In 2007

(c) Pentru orice x € (0, c0) avem

(f 0 8)(x) = f(logyyy, x) = 20078 = [x].
Practic, am folosit definitia logaritmului!
(d) Deoarece
f"(x) = 2007 - (In2007)* > 0, V¥x € (0, ),

functia f este convexa pe intervalul (0, o). De altfel, f este convexa pe R,
nu numai pe intervalul din enunt.

(e) Folosind propozitia de la punctul (c), ecuatia din enunt revine la

1 1
x=4r © 4’ —x=0 © x(@*-1)=0 & xe{—z,O,z}.

Deoarece convin numai valorile strict pozitive, am gasit solutia unica | x

NI

4. Subiectul III.
Rezolvare.

2 1\(2 1 3 2
2 _ —
(a) Avem A _(_1 0)(_1 0)_ (_2 _1).
(b) AvemdetA=2-0—-(-1)-1=1respectivdetB=1-1-0-2=1.
(c) Avem

o-on= (3 )l 1) 3 o= (2 2[5 )

(d) Deoarece am vazut ca detA =1 # 0, matricea A este inversabila si

0 -1
_1_ *
A —A—(1 2).

b

(e) Deoarece A este inversabila, avem

0 -1\(1 2 0 -1
— — A-lp — —
AX=B & X=A B—(1 2)(0 1)—(1 4).
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1 =

(f) Produsul a doua matrici triangulare de forma ((1) I) Si (0 1

) este tot o ma-

. . o 1 . .
trice triangulara de forma (0 I) Prin urmare toate matricile B, B?,... au

aceasta forma. in final,

2007 *
2 2007 _
B+B“+...+B _( 0 2007).

Evident c& matricea de mai sus este inversabila, deci are rangul [2]. Putem
chiar sa-i calculam determinantul care este 20072. Nu e nevoie s& calculdm

elementul de pe linia ntai, a doua coloana!

(g) Fie X = (;C 3{) Atunci

R R R |

tJ\-1 0 0 1)\z
X -y —2z =0
X -y -2t =0
< z —t =0
z —t =0

Ultimul sistem este compatibil nedeterminat. Luand de exempluz =, y =
obtinem imediat t = o, x =  + 2. Prin urmare solutiile ecuatiei din enunt

sunt matricile de forma

o o

X:(5+2“ 5), a,BeR.

5. Subiectul IV.

Rezolvare. Descompunand functia rationala f in fractii simple, avem
2x — 4 1
= = + ,
f&) xX2—4x+3 x—-1 x-3
ntr-adevar, pentru orice x € R \ {1,3} avem
1 1 x—-3+x-1 2x —4

+ = .
x—-1 x-3 (x-1)(x-3) x2-4x+3

Vx e R\ ({1,3}.

(a) Dam factor fortat pe x> atat la numitor cat si la numarator:

2x — 4 _imm_0-0 _[.

I =lim ————— = =
ll_l:l;lof(X) xl—r>£lox2—4x+3 xl—l;{}ol_%q-% 1—0+0

Un argument alternativ (chiar mai usor) este utilizarea celei de a doua ex-

presii a functiei f de mai sus.
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(b) Folosind observatia de la inceputul rezolvarii, avem

1

f(x)_(x—1+x—3

(c) Folosind din nou a doua forma a functiei f, obtinem

1

fx) =

1

1

C(x-12 (x-3)2]

pro-didactica.ro

):@ Vxe R\ (1,3].

(d) Folosind formula derivatei de la punctul precedent, constatam ca f'(x) <
0, Vx € (3, 00), prin urmare f este strict descrescatoare pe (3, ).

(e) Se vede usor ca

lirﬂ f(x) :lirgl+ f(x) = oo,

deci dreptele de ecuatii respectiv sunt asimptote verticale la

graficul functiei f. Ca fapt divers, avem gi

lisp f0) =lizp f03) = .

Evident, acestea sunt si singurele asimptote verticale, functia f fiind definita

pe tot restul dreptei reale.
() Avem

2008 2008 ¢
(x)dx = f ( +
2007 f 07 \X—1 x-=3

1

) dx = (In [r—1|+In [x—3])|

2008
2007

2007 - 2005
2006 - 2004 |

(g) Scriind explicit diferenta a, — 2b,, se observa ca majoritatea termenilor se
reduc doi cate doi. Mai precis, pentru n > 9 avem

f4)
f0)
f(6)
f)

fn=2)

R QIR N R -

—_
—_

+ o+

+
N N N N N
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deci
ay — 217/1—3
Prin urmare
ay
Evident,

pro-didactica.ro
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