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CAPITOLUL 1

Varianta 82

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(@) Avem : A4(4,0) si B3(0,3). Distanta dintre cele doua puncte este

|A4B3| = V(4 -02+(0-3)2= V16 +9= V25 =[5].

(b) Coordonatele celor doua puncte sunt A,(2,0) si B4(0,4). Ecuatia dreptei A,By
este

=0 4x-2y+8=0|y=-2x+4

ON =
= O
—

(c) Panta dreptei A,B, este m = —2. Orice paralela la aceasta dreapta trebuie
sa aiba panta egala tot cu —2. Punctul dat are coordonatele B,(0, 2). Ecuatia
dreptei cerute va fi

y-2=-2x-0)e|y=-2x+2

(d) Avem A;(1,0), A3(3,0), B3(0,3). Aria triunghiului va fi S = %lAl, unde A =

101
30 1|=9-3=6.Deci[s=3]
031

(e) Prima rezolvare. Unghiul ATA?%, este acelasi cu unghiul 0713\83. Dar tri-
unghiul, OA3B; este dreptunghic isoscel, deci masura unghiului OA;B; este
V2

45°. Atunci sinAl/A?Bg = 7 .

A doua rezolvare. Calculam lungimile segmentelor [A;A3] si [A3B3]:

AAs = AJ1-32+0-02= Vi=2

BsA;s = (0-3)2+@B-02=V18=3V2

A1A3 . B3A3 - sin Ag
2

Aria triunghiului A;A3B5 este Sa, 4.8, = . Tindnd cont de

2-3\/§-sinAg
2

, de unde sin 4; =

punctul (d) obtinem 3 =

&l
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() Punctele A, sunt coliniare, iar punctele B, sunt de asemenea coliniare. Avem
astfel doua drepte. Unind acum fiecare punct A; cu fiecare punct B; obtinem

inca 4 -4 = 16 drepte. In total sunt astfel .

2. Subiectul I1.1

Rezolvare.

(a) intr-o progresie aritmeticd orice termen (cu exceptia primului) este media

arimetica a celor doi termeni ce-l incadreaza (adica dintre termenul prece-

, o 1+ + .
dent si termenul urmator). Avem astfel a = T3 =2,b= SR = 4 deci

2
la+b=6]

Comentariu. De fapt am facut mai mult decéat ni s-a cerut si am aflat si pe a

: , . . . b
si b. Am fi putut afla direct pe a+b, din faptul ca 3 = %, de unde .
n+4)!-(n+5) _ —
vy =10en+5=10o|n=5| .
(c) Rezolvare prin Tncer&éri. Calculérn3 -xpentrux € Z;:3-0=0,3-1=3,
3.2=6,3-3=2,3-4=5,3-5=1,3-6 =4. Ecuatia are astfel o singura

—

solutie, si anume |[x = 6
Rezolvare direct a. Puteam rezolva ecuatia si tinand cont ca Z; este corp,

(b) Ecuatia se scrie

deci orice element nenul al sau este inversabil. Atuncix =3"1-4=5.4 = .
(d) In cazul f(4) = 3, f(3) si f(5) pot lua orice valori din multimea (3,4, 5}.
Obtinem astfel 3 - 3 = 9 functii. In cazul f(3) = 5 la fel. in total sunt deci
9+9= functii.
(e) Daca echipa are 2 biologi si 1 chimist, vom avea C; - C; = 3-4 = 12 posibilitai
de formare a ei. In schimb, dac# echipa are 1 biolog si 2 chimisti, obtinem
C}-C; = 3-6 = 18 posibilitati. Numarul total de echipe posibile este 12 +18 =

30],

3. Subiectul I1.2

Rezolvare.

. , 1 2 3 |—x*+2x-3
(a) Pentru orice x > 0, avem f'(x) = —= + il

2
: . o < . .oxt—x+1
(b) Pentru asimptota orizontala spre +co calculam lim f(x) = lim — - 0
X—00 X—00
(deoarece gradul numitorului este mai mare decat gradul numaratorului).

Deci dreapta |y = 0 | este asimptota orizontala spre +co la graficul lui f. Avand
asimptota orizontala, graficul functiei nu mai poate avea si asimptota oblica.

2
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Pentru o eventuala asimptota verticala calculam limita functiei la dreapta in
0 (la stanga nu ne permite domeniul de definitie):

2 _
lim £ Cfim L1

N0 X3 T 0r

Graficul lui f admite astfel si asimptota verticala la dreapta [x = 0]. Functia
fiind continua pe domeniul de definitie, nu mai exista alte asimptote verticale.

. - . . —(x—-1)2-2 :
(c) Derivata functiei se mai poate scrie f'(x) = % <0, Vx> 0. Deci f

este strict descrescatoare pe intervalul (0, o).
(d) Deoarece f este strict descrescatoare, din V3 < /5 rezultd f(V3) > f(V5).

Deci .

(e)
2 2 2
1 1 1 1 1
Sy swac = (G es) = 5]
1 1 1
= (1n2+§—§)—(1—§):h’12—%
4. Subiectul III.
Rezolvare.
(@)
1 0 O 1 2 0 1 20
AB = |3 -1 0 0 -1 0|=||3 70
0 0 1 0 0 1 0 01
1 2 0 1 0 O 7 =20
BA =10 -1 0 3 -1 0[|=]|| -3 0
0 0 1 0 0 1 0 1

1

0
(b) Cu formula lui Sarrus, det(A) =-1+0+0-0-0-0=|-1
(c) Determinantul lui A fiind nenul, matricea A va avea rangul e

nea sa, adica [3].
(d) Prin calcul direct

gal cu dimensiu-

1 0 0Y(1 0 O 100
A2=|3 -1 0|3 -1 0|=[010]|=1I
0 0 1JLlo 0 1 001
1 2 0Y(1 2 O 100
BE=|0 -1 0|0 -1 0]|=|l010|=I
0 0 1J)Llo 0 1 001

(e) Deoarece A? = I3, rezultd ca A este inversabild, inversa sa fiind .

3
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(f) Conform punctului (d), A* = I5. Rezulta astfel c& A% = I§ = I3, A%*! = A%A =

(9)

I[3A = A, Vk € IN*. Atunci
X = A+L+A+L+...+A+13+A=1004A + 100315

1004 0 0 1003 0O 0
= | 3012 -1004 O |+| O 1003 O

0 0 1004 0 0 1003

2007 0O 0
= 3012 -1 O
0 0 2007]
Deci det(X) = | —20072],
1 20
FieY =AB =3 7 0 |. Vom demonstra ca Y" # I;,¥Yn € IN*. Avem
0 01
1 20 1 20 7 16 0
Y? 370 37 0] =124 55 0] Intuimca vom avea Y" =
[001][001] {O 0 1]
a, b, 0
[ ¢, d, 0 ] cua,, b, c, d, > 0. Sa verificam acest lucru prin inductie.
0 1

a, b, 0
Notam P(n) : exista a,, b,, c,,d,, > 0 astfel ca Y" = { ¢, d, 0 ]

0 0 1
Verificarea. P(1) este adevarata deoarece vom luaa; = 1,b; = 2,¢1 = 3,d; =
7.
Pasul de inductie. Presupunem P(n) adevarata si demonstram ca P(n + 1)
este adevarata. Admitem existenta numerelor strict pozitive a,, b,, c,,, d,, din
P(n) si vrem sa demonstram existenta numerelor a,..1,b,.1,¢,11,d,+1 din ca-
drul propozitiei P(n + 1). Avem

a, b, 0 1 20 a, +3b, 2a,+7b, 0
Y*' =y"Y=|¢, d, O 370 |=|c,+3d, 2¢,+7d, O
0 0 1 0 01 0 0 1

Vom lua atunci a,., = a, + 3b, > 0, b,y = 2a, +7b, > 0, ¢yp1 = ¢, + 3d, >
0, dys1 = 2¢, +7d, > 0 si P(n + 1) este adevarata in ipoteza ca P(n) este
adevarata. Cum P(1) este adevarata, rezulta conform principiului inductiei
matematice ca P(n) este adevarata pentru orice n € IN*. Obtinem astfel ca
(de exemplu) elementul de pe linia 1 , coloana 2 al matricei Y este strict
pozitiv pentru orice n € IN*, deci Y” nu poate fi egala cu I5, aceasta din urma
matrice avand elementul respectiv egal cu 0.
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5. Subiectul IV

Rezolvare.
(a) Prin calcul direct, pentru orice x > 0 avem
1 1 x+2-x-1 1 B
x+1 x+2 (+DE+2) @x+DE+2)

f()

—(*+3x+2) | -2x-3

P i "(x) = = -
(b) Pentru orice x > 0, f'(x) (2 + 3x+ 20 (21 3x +2)2

1 . . . . . o
(c) Cum lim f(x) = == 0, rezulta ca dreapta |y = 0 | este asimptota orizontala
X—00

spre infinit pentru graficul lui f.
(d) Pentru x > 0, f’(x) <0, deci f este strict descrescatoare pe [0, o).
(e) Utilizam descompunerea functiei f data de punctul (a):

1 1 1

[}f(x)dx L(x+1_x+2)dx

(Injx+1]-In |x+2|)|(1)

(In2-In3)-(In1-In2)=2In2-1n3
= In4-In3=|In%

(f) Aplicand din nou punctul (a), avem

1 1 1 1 1 1
fO+fQ)+..+ f(n) = §_§+§_4_L+'"+n+1_n+2
1 1
2 n+2
. . ) 1 1 1 1
Deci, I|m|tacerutaeste%1_r>§o(§—m)—E—O—.

(9) Deoarece f este strict descrescatoare pe [0, o), vom avea f(x) < f(0), Vx >

0. Atunci pentru x > 0, obtinem f(x) < % = x*f(x) < "23 Integrand pe

intervalul [0, 1] si folosind monotonia integralei, deducem
1
1

, 8

1
3 X4

1
3 L
[) x”f(x)dx < 2 dx 3
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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