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CAPITOLUL 1

Varianta 78

1. Subiectul I

Rezolvare.
(@) [Fl=47 ~31= V& + (3P =[5]
(b) Tnaltimea cautat poate fi privita ca o cateta intr-un triunghi dreptunghic isos-
cel de ipotenuza 2 /2 (un triunghi care este jumatate din cel dat). Lungimea

. 22
ei este asadar — =|2|.
V2
n 1 V3 |V3

. Tt
(©) sin - cos = = o —= = |7~ |
(d) Deoarece (V3 —i)2+(V3+i)? =3-1-2i\3+3—-1+2iV3 =4, partea reala
a acestui numar complex este evident egala cu .
(e) Cu teorema lui Pitagora (varianta in spatiu), lungimea diagonalei paralelip-

ipedului este V42 + 52 + 62 =| V77 |
(f) Punctele M(a, b) si N(b — 1,3a) apartin dreptei de ecuatie y — 2x = 0 daca si
numai daca

b—2a=0 b=2a b=2a b=4
& 1= &
3a-2(b-1)=0 30—-2b+2=0 3a—4a+2=0 a=2

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.
(@) Tn corpul Z; avem 5 -3 = 8 = 1, cu alte cuvinte 5! = 3. Atunci

=i o t=3-4=12=5]

(@)
=

(b) Folosind teorema lui Bezout, restul impartirii polinomului f = X° — 2X + 4 la
polinomul X +1 este|r = f(-1) =5|.

(c) Notand cu y = log, x ecuatia se rescrie > = y, cu solutiile y € {0,1}. Avem
y=0 & log,x=0 & [x=1]respectivy=1 & log,x=1 & [x=2|

(d) Notand cu 3* = ¢, ecuatia se rescrie > = 3t, cu solutiile t € {0,3}. Ecuatia
3% = 0 nu are solutii, iar ecuatia 3* = 3 are solutia unica .
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(e) O metoda eficienta de calcul a coeficientilor binomiali este completarea tri-
unghiului lui Pascal:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 6 15 20 15 6 1

De aici observam ca C;! < 10 este adevarata pentru n € {1,5} respectiv falsa
2

pentru n € {2,3,4}. Probabilitatea acestui eveniment este |p = =

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.

1 x2
a) Avem f'(x) =1 — = , Vx e R.
@ f'e 2+1 | 2+1 "

(b) Cu teorema Leibnitz—Newton,

Tt

1
[ rwd=sw-so=1-7|
0

(c) Limita din enunt este tocmai derivata functiei f in x = 0, adica| f/(0) = 0.

(d) Cu formula de la punctul (a) constatam ca f'(x) > 0, Yx € IR*, exceptia fiind
punctul izolat x = 0. Deoarece este continua, f este strict crescatoare pe IR.

(e) Cum lim,_,., f(x) = oo limita este nedeterminata de tipul *  Folosind regula
o0

lui 'Hopital obtinem

o fw @ x .
lim —- =1 =lim —— =1 - =0].
fim S = lim S =l sy~ gz =0

Spre sfarsit am dat factor comun fortat pe x> atat la numarator céat si la numi-

tor.
4. Subiectul III.
Rezolvare.
(a) Avem A2 = (8 (1)) (8 (1)) = (8 8) =0, . Féra sa mai facem calcule explicite

obtinem si B2 =[O, |, prin transpunerea primei egalitafi, deoarece B = A’

2
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0 1\(0 O 0 0\(0 1 1 0
(b) AvemC_AB—BA_(0 0)(1 0)—(1 O)(O 0) (0 _1);&02, de unde

AB # BA, g.e.d.
(c) Evident detA =0-0-0-1=[0]si pe de alta parte rang A = |1/
1 0)\(1 O 10
-0 )b )= 3)-

(d) Continuand calculul de la punctul (b) avem C?

L}
(e) Cu definitia matricii inverse, o consecinfa a punctului precedent este ca

cl=c|
(f) Deoarece am vazut la (d) ca C? = I,, avem
C=C=C’=...=C""=C
CP=C'=...=C% =],
2 3 2007 _— — 2007 0
deunde C+C-+C°+...+C = 1004C + 10031, = 0 -1/ Suma

elementelor acestei matrici este egala cu | 2006 |.
(g) De exemplu, ludm X = A si Y = B. Amvazut la (a) ca AX = A2 = O, Si

BY =B* = O,, deci AX = BY = O,.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.
1 1 1
A '(x) = —-—=|- ¥ 0, c0).
(8) Avem f(x) x+1 x x(x+1) x€(0,00)
(b) Cu formula de la (a) observam ca f’(x) < 0, Yx € (0,0). Deci f este strict

descrescatoare pe (0, ).

(c) Avem
. . . x+1 . 1
lim f(x) = lim(In(x-+1)~Inx) = lim In == = lim ln(l ; ;) ~ In(1+0) = [0].
f&)

1
x

(d) Conform punctului precedent, limita din enunt, scrisa sub forma lim, ..,

. .0 . . o
este nedeterminta de tipul 0 Aplicam regula lui 'Hopital si obtinem
@ im f (x) m * = h 1 = —1 = .

Hmxf() = lim == lim 7
X

l

8

—_
+

R I=
—_

=
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(e) Integrand prin parti obtinem

f f@dx = xf@[ - f xf(x) dx
1 1

= e[ln(e+1)—1]—(1n2—0)—£ex-(—x(xi 1)) dx
" dx

= eln(e+1)—e—1r12+‘flx_|_1

= elnfe+1)—e—In2 +In(x + 1)|i
= elnfe+1)-1-In2+1In(e+1)—-1In2

= [(e+1)Ine+1)—e—-2In2|.

(f) S-ar putea ca f sa aiba o asimptota verticala numai eventual in x = 0. E ugor
de vazut ca, intr-adevar, lim, ,o-(In(x + 1) — Inx) = 0 — (—c0) = co. Ecuatia
asimptotei este evident [x = 0],

(9) Introducem functia ¢ : (0,0) — R, g(x) = f(x) + f(x*) + f(x°). Este clar
ca, deoarece f este strict descrescatoare pe (0, o), functia g este si ea tot
strict descrescatoare pe (0, o). In consecintd, ¢ este injectiv &. Intorcandu-
ne la problema noastra, ecuatia data se poate scrie si g(x) = g(1), de unde

obtinem solutia unica [x = 1],
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