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CAPITOLUL 1

Varianta 77

1. Subiectul I

Rezolvare.
(@) Functia sinus este impara si periodica de perioda 27t. Avem

. oM . T ) T LT . T LT
s1n—+s1n§:sm 27z—§ + sin — = sin|—— +s1n—:@.

3 3 3 3
Evident, putem calcula explicit cele doua cantitati, anume —% respectiv %

(b) Dreapta din enunt contine punctele A si B daca si numai daca coordonatele
lor 1i verifica individual ecuatia. Obtinem sistemul:

—-a+2b+5=0 -51-5=0 a=-1

{2a+b+5:0 {2a+b+5:0 {—2+b+5:0 {b:—3
& & . &
a=-—

(c) Lungimile [ si i ale unei laturi, respectiv Tnaltimii unui triunghi echilateral sat-

isfac relatia * = sin60° = 2. Tn cazul de fafa avem i = V3, de unde

| = —_ =2 asadar aria triunghiului este S = % =| V3|

sin 60°
(d) |(1+30)%| = 1 +3i? = 1> + 32 = [10]
(e) Punctul T apartine elipsei din enunt, deoarece coordonatele sale i satisfac
- 02 32 . . . . . -
ecuatia: 7 + 5 = 1. Prin dedublare, ecuatia tangentei prin T' la elipsa este

0-x 3-y
F-'-T_l (=4 y—3

(f) Fie z = a + bi, unde a,b € R. Ecuatia data devine

VT a-bizd -3 e [T 0 @{W”:“‘*
- b=3 b=3

Pentru a determina necunoscuta 2, punem mai intai conditia de existenta
a+4>0 © a>—4. Prinridicare la patrat, obfinem

?+9=a>+81+16 © 8a=-7 © |a

Il
|
NN

Solutia convine, deoarece —% > —4.
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2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.
(a) Substituind t = 2%, ecuatia devine > + 2t = 8, sau t> + 2t — 8 = 0, cu solutiile
t € {—4,2}. Revenind la variabila originala, ecuatia 2* = —4 nu are solutii

reale, iar ecuatia 2* = 2 are solufia unica .
(b) Un numar abcd format din patru cifre distincte din multimea {1, 2, 3,4} core-
spunde unei permutari ale elementelor acestei multimi. Prin urmare exista

astfel de numere.

(c) Folosind formula binomului lui Newton, rezulta

7
Co+Ch+...Co=) Ch1F=(1+1) =27 =[128].
k=0

(d) log,(1+x) =3 & 1+x=3=2 & care convine, fiind numar
pozitiv.
(e) Numaratorul fractiei din enunt este suma elementelor unei progresii geomet-
rice de ratie 3. Avem
. 32007_1

3+3+... 4307 3-F5+ |3

32007 _ T 32000 1 |2

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.
(@) | f'(x) = 2007x* |, Vx € R.

(b) Limita din enunf este exact derivata functiei f in x = 1, adica | f'(1) = 2007 |.

(c) Deoarece 2006 este par, f'(x) > 0, Vx € R". Fiind continua pe IR, rezulta ca f
este strict crescatoare pe R, deci puncte de extrem.

(d) Avem
1 1 2008 |1 1
dx = 2007 31 — X _ '
fo fdx fo = %008, | 2008

(e) Numaratorul expresiei de sub limita este
f = T
. 2008

Iy f@wat x
. 0 .
Hm a7 =Hm 008 = 2

Limita devine
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4. Subiectul III.

Rezolvare.
2 2\(2 2 00
2 _ _ _
(a) Avem A° = (_2 _2) (_2 _2) = (0 0) = .

(b) det(l, + A) = ‘_32 _21‘ =3-(-1)-(-2)-2= -

(c) Fara a restrange generalitatea vom presupune ca cele trei radacini sunt a —
r,a,a+rcur > 0. Folosind relatiile lui Viete, aceste numere sunt radacinile
polinomului f daca si numai daca

a-r+a+a+r=3 3a=3 a=1
(a-ra+a@+r)+@-nr@a+r)=-2m ©3a>-r*=-2m & 1-r>=-8
(a—71)a(a+r)=-8 a(@® —r*) = -8 m = (r* — 3a%)/2

de unde r = 3 si, in sfarsit, |1 = 3]
Atentie! Puteam gasi ca m = 3 folosind doar prima relatie a lui Viete, din
care rezulta ca 1 este radacina a lui f, dupa care extragand valoarea lui 7 din
egalitatea f(1) = 0. Acest lucru nu garanteaz a faptul ¢ a radacinile sunt
in progresie aritmetic 4, fiind posibil ca pur si simplu astfel de valori ale
lui m sa nu existe.

(d) Continuand rationamentul inceput la punctul precedent (ne aflam exact in

vvvvv

[Exe|

(e) Deoarece am vazut la punctul (a) ca A% = 0 rezulta
(L+A)L+aA)=L+@+DA+A>=L+@+1A.
Atunci

(L+A)L+aA) =1, & @+1)A=0, ® a+1=0 & [a=-1],
deoarece A # O,.
(f) Deoarece A% = O, rezultd A" = O,, VYn € N, n > 2. Prin urmare

det(l, + A"y = detl, =[1], VneN,n>2.

(g) Proma solutie. Efectuam impartirea:

X° X -3X*-6X+8
—X° +3X* + 6X3 — 8X? X?+3X+15

3X* +6X° — 8X*

—3X* +9X° + 18X? — 24X
15X° + 10X? — 24X

—15X3 + 45X? + 90X — 120
55X* + 66X — 120

Deci restul impatrtirii celor doua polinoame este | = 55X% + 66X — 120 |.

3
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A doua solutie. Conform teoremei impartirii cu rest, avem r = aX? + bX + c,
unde ¢ = f-h+aX? + bX + ¢ (h este catul impartirii). S& ne reamintim
ca la punctul (d) am determinat radacinile polinomului f, anume {-2,1,4}.
Substituind pe rand aceste radacini in relatia de mai sus obtinem sistemul

4q —-2b+c=-32 a+b+c=1 a+b+c=0 a=0>55
a+b+c=1 S {—6b—3c=-36 S {-6b-3c=-36 © {b=66
16a + 4b + c = 1024 —12b — 15¢ = 1008 —9¢ = 1080 c=-120
Prin urmare |7 = 55X% + 66X — 120 |.
5. Subiectul IV.
Rezolvare.
(a) Avem
f'(x) = ! (-1)=|- ! Yx € (=00, 6)
26— x 2vV6—x| T

(b) Avem de rezolvat ecuatia f(x) = x, sau

6 —x = x. Punand conditiile initiale,

obtinem x € [0, 6]. Prin ridicare la patrat, avem

6-x=x* & ¥*+x-6=0 & xe{-3,2].

Deoarece x = —3 nu convine, obtinem solutia unica x = 2. Punctul de coor-

donate | (2,2)
(c) Deoarece

este asadar singurul punct de intersectie al celor doua curbe.

‘lir_n fx) = lir_n 6—x=o00,

functia nu are asimptota orizontala. Studiem eventualitatea existentei unei

asimptote oblice. Avem

V6 —x

X——00 X

lim @ = lim

X——00 X

= lim [— %—1]:0,
X——00 X X

asadar f nu are nici asimptota oblica (in caz contrar ultima limita ar fi trebuit

sa fie nenula).

(d) Studiem semnul derivatei a doua a functiei f. Continuand calculele de la

punctul (a), obtinem

f(x) = —% : ( 1) (6—x)2(-1) = _411 (6-x)2 <0, Vxe(-,6).

2

Deoarece este continua pe (—oo, 6], functia f este concava pe intreg dome-

niul de definitie.
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(e) Amplificam primul factor al expresiei de sub limita cu conjugatul sau, dupa
care simplificam fortat cu +/—x. Atunci

Iim [(f(@) - fe=1)- V=x| = lim [(V6=x= V7 =2 V=
_ ll_lf_r(}ol 6—x—(7-x) \/—_x]

V6 —x+ V7 —x
, -V—x
= lim
x—==0 6 —x + V7 —x
) -1
= lim
o \/_%+1+\/_lx+1
_ -t |1
Co1+1 | 2f

(f) Substituind y = 6 — x, avem dy = —dx, sau dx = (-1)dy. Atunci

5 5 1
2
= V6 — xdx = _ _ 12 3, — 2.3/2

(9) Functia f este strict descrescatoare pe (—oo,6]. Acest fapt rezulta fie din
semnul constant negativ al derivatei sale calculata mai sus, fie direct din
faptul ca f este compusa functiei strict descrescatoare x — 6 — x cu functia
strict crescatoare y — +/y. Prin urmare functia f o f este strict cresc atoare
pe domeniul ei de definitie [-30, 6] D [2,5]. Atunci

(fo N2 <(fofilx)<(feof)E), Yxe[25].

Ramane doar sa observam faptul ca
(foHQR) = f(V6-2)=f2)= Vo-2=2
(foHG) = f(V6-5)=f1)= Vo—1= 5.

4114

N
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