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CAPITOLUL 1

Varianta 73

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(a) Folosind faptul ca > = -1 sii* = 1, avem

1997 2002

i +1 2007

+1 +i2012 — (i4)499'i+(i4)500'i2+(i4)501'i3+(i4)503
= i+ +P+1=i-1-i+1=]0].

(b) Cu formula distantei, avem [AC] = \/(3 —52+(6-52=|V5|

. A
(c) Aria este |2—| unde
136/ |1 3 6 1 o
A=1 2 4/=|0 -1 —2:‘2 _1‘=(—1)-(—1)—2-(—2):5.
155 |02 -1

o S 5
Deci aria triunghiului este .

(d) Prima rezolvare; valabil a pentru orice triunghi. Determinam mai intai

[AB] = B-22+(6-42=15

[BC] = J2-52+@-57=v10
[AB] - [BC] - sin ABC

Exprimam aria triunghiului ABC sub forma > Folosind
e 2-5/2 5 1
unctul precedent, avem sin ABC = = =|—
punctiip [AB]-[BCl ~ 5. 10 |2
A doua rezolvare; functioneaz a numai pentru anumite triunghiuri. Ob-

servam ca [BC]> =10 =5 +5 = [AC]*> + [AB]?, deci conform reciprocei teore-
mei lui Pitagora triunghiul ABC este dreptunghic. In plus, [AC] = [AB], deci

. : . — . — 2
avem un triunghi dreptunghic isoscel. Astfel ABC = 45°, deci sin ABC = 7\/_ .
(e) Coordonatele punctelor B si C trebuie sa satisfaca ecuatia dreptei, deci avem

2+4dm+n = 0
545m+n = 0

deci m = [—3]. Substituind in prima ecuatie, deducem si n =|10/.

. Scazand din a doua ecuatie pe prima, avem 3 + m = 0,

1
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(f) Coordonatele centrului de greutate sunt media aritmetica a coordonatelor
3+2+5 6+4+5)_ (10 )

3 7 3 372

varfurilor triunghiului, adica (

2. Subiectul II.1.

Rezolvare.

@2*=8 2= o3x=3-5cx=|5]

(b) Primul termen al progresiei este a; = 2, iar ratia este r = 5. Atunci termenul
de rang 400 este a4 = a1 + (400 — 1)r =2+ 399 -5 = | 1997,

(c) Pentru prima cifra a numarului de 3 cifre, avem 3 posibilitati, anume 1, 2 sau
5. Pentru a doua cifra, avem 3 posibilitati, anume 0 si cele doua cifre dintre
1,2,5 care nu au fost folosite pentru prima pozitie a numarului. Pentru a treia
cifra a numarului au mai ramas ~ posibilitati. Deci numarul de 3 cifre poate fi

alesin3-3-2 =|18|moduri.
d) (f o )(1) = f(f(1)) = f(2007 - 1 —2006) = f(1) = 2007 - 1 — 2006 = .

(e) Cum functia N > n +— n! € IN este strict crescatoare si 4! = 24, rezulta ca
singura solutie a ecuatiei n! = 24, este n = .

3. Subiectul II.2.

Rezolvare.

(x? +2007) | 2x
x2+2007 | x2+2007 |
(b) Din definitia derivatei intr-un punct rezulta ca limita este

2 1

FM = 3508 = | To0a |

(a) Pentru orice x € R, avem f’(x) =

(c) Integram prin parti:

1 1
f flx)dx = f (x) In(x* +2007) dx
0 0

1
_ ’ 1 2x
= xln(x '|'2007)|0—fov dex
1
4014

= 1n2008— | (2- —or_)d

n 2008 fo( x2+2007) *
— In2008 - 2 + 4014——arctg — 1

V2007 © 2007

= |In2008 - 2 + 2 V2007arctg

V2007
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(d) Avem f'(x) = Deci singurul punct de extrem

x2+2007 |>0, x€(0,00) "
al lui f este |x = 0], care este un punct minim global.

2007 0 0 0
@ tim L0 —tim O = SO ) = Cinz007]

n—oo 24 __
172007

2x {< 0, xé&(—o0,0)

4. Subiectul III.
Rezolvare. Notdm X(a,b) = (Z z) Atunci G = {X(a,b),a,b € Z).

(@) Avem O, = X(0,0) € G, I, = X(1,0) € G.
(b) Fie A = X(a,b) € G si B = X(c,d) € G. Atunci

a b\(c d ac+bd ad+ bc
A-B = Xa,b) X{c,d) = (b a)(d c) B (bc+ad bd+ac)
= X(ac+bd,ad +bc) € G
caci pentru a,b,c,d € Z avem ac + bd,ad + bc € Z.

(c) Identitatea din enunt este una din proprietatile fundamentale ale determinan-
tului si este valabila pentru orice matrici patratice A si B. O vom demonstra,
totusi, Tn contextul problemei de fata. Pentru A = X(a,b) € G si B = X(c,d) €
G, conform punctului precedent avem

ac+bd ad+ bc
bc+ad bd+ac

= (a®c* + 2abcd + b*d?) — (ad? + 2abed + b*c?)
= (@® - b»)(* - d*) = (detA)(detB).
d (x+1)2>-(x-12=(x>+2x+1)—(x* = 2x+1) =4x, Vx € R.
(e) Daca A € Gy, atuncidet A = +1 # 0, deci A este inversabila.
(f) Folosind (c) avem 1 = detl, = (detA)(detA™'). Dar detA si det A~ sunt
numere intregi, deci det A fiind divizor al lui 1 este +1. Astfel |[detA| =1 si
A € G, cu alte cuvinte A € G;.

(g) Folosim ideea de la (d). Luam A = (

det(AB)

k+1 k-1
k—1 k+1

detA = (k+ 1) — (k- 1)> = 4k,

)e G siavem

deci A € Gy.
5. Subiectul IV.
Rezolvare.
(a) Ecuatia f(x) = (x = 1)(x — 2)(x — 3) = 0 are radacinile |x; =1, x, =2, x3 =3,

111
(=12 (=2 (x-3)

(b) Avem g'(x) = — < 0, pentru orice x € A.
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(c) Din

x=2)(x=3)+(x—-1)(x—-3)+ (x —2)(x — 3)

(=D = 2w =3) (5 + 5+ )

x—1+x—2+x—3
= f(x)g(x), VxeA
rezulta exact egalitatea din enunt.
A doua solutie. Observam ca

f(x)

In|[f(x)| =Inlx—1|+Inlx - 2| +Inlx - 3|, VYxeA.

Derivand ambii membrii ai identitatii de mai sus obtinem exact relatia din
enunt.
Observatie. Membrul drept al identitatii cerute se numeste derivata logar-
itmic a si este, de fapt, derivata functiei x - In |f(x)|.

(d) Derivand egalitatea de la punctul precedent, pentru orice x € A, avem

f’(x))' _f@fx) = fF)f () fre)f(x) = (f () '

8100 = (f(x) - ) - ()

Folosind inegalitatea de la (b), cum numitorul este mereu pozitiv, rezulta ca
numaratorul este strict negativ, adica (f'(x))* > f(x)-f”(x), pentru orice x € A.
(e) Singurele asimptote verticale posibile sunt de forma x = a cua € A. Fie
a € A. Deoarece lim g(x) = oo, rezulta ca x = a este asimptota verticala.

X—a4+
Deci graficul lui ¢ are | 3| asimptote verticale.
() Avem

5(1+ 1 ) 1 1 1 1 )dx
s \x x-1 x-2 x-1 x-2 x-3

5 1 1 5
f4 (;—x_3)dx:(ln|x|—1n|3€—3|)|4

5
= |In g
(g) Deoarece f —af’ este un polinom de grad 3, ecuatia f(x) —af’(x) = 0 are cel
mult 3 radacini reale.
Daca 2z = 0, atunci ecuatia este exact cea de la punctul (a) despre care
am vazut ca are 3 radacini reale.
Fie 2 € R*. In acest caz observam ca ecuatia data nu are nici una din
radacinile 1 sau 2 sau 3 ca o consecinta a faptului ca f(1) = f(2) = f(3) =0
sif'(1)=2+#0, f'(2) =-1+#0, f'(3) =2 # 0. Atunci, folosind subpunctul (c),

. o . o 1
ecuatia data este echivalenta cu g(x) = X €A.

Functia ¢ este strict descrescatoare pe fiecare din intervalele (—oo,1),
(1,2), (2,3), (3,00). Mai mult, restrictia lui ¢ la fiecare din intervale este o

5
f4 (g0x +1) - g(x)) dx

4
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bijectie descrescatoare cu imaginile respectiv:
(=o0,1) 3 x> g(x) € (0, ~00)
(1,2) > x> g(x) € (00, —00)
(2,3) 3 x> gx) € (00, —)
(3,00) > x> g(x) € (0,0)
Se observa ca g ia orice valoare reald de exact 3 ori. Daca 1 > 0, atunci cele

3 radacini sunt in intervalele (1,2), (2,3), (3, ), iar daca % < 0, atunci cele 3
radacini sunt in intervalele (-0, 1), (1,2), (2, 3).
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