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CAPITOLUL 1

Varianta 71

1. Subiectul I

Rezolvare.
(a) Volumul qnei prisme este V = S -, unde /i este inaltimea iar S aria bazei
prismei. In cazul problemei de fata, # = 4 iar S = 3> = 9, deoarece baza

prismei este un patrat de latura 3. Asadar |V =36/
(b) Folosind una din formulele standard ale ariei unui triunghi, avem

|AB| - |AC| - sin90° 2-3-1
= 2 = 2 :'

S

(c) tgl-ctgl = 1. De altfel, tgx - ctgx =1, Vx € R, x # i71, k € Z.

(d) Centrul de greutate are coordonatele
Xa+xp+xc 2+(-2)+(-3)

= 3 = 3 = —1, , yc

deci este localizat in punctul | G(—1,2)|.
(e) Deoarece functia sinus este periodica de perioada 27,

_yA+yB+yC_3+5+(_2)_2
- 3 - 3 -

XG

sin7—n—sin(27z+z)—sinz— ﬁ
3 3/ 73 | 2]

(f) Fiind paralele, cele doua drepte au pantele identice, adica egale cu panta
dreptei y = 2x + 1, adica m = 2. Deoarece contine punctul (1,1), ecuatia
dreptei cerute este

y-1=2(x-1) & |y=2x-1|.

2. Subiectul II.1.
Rezolvare. Deoarece ne va util mai jos, descompunem in factori polinomul f:
f=X*X-1D-X-D=X-DX*-1)=X-DX-DX+1) = (X -1)*(X +1).

- v g s s

(a) Multimea cu trei elemente {—1,

WIN|O

Probabilitatea ceruta este |p =




1-5-2007 / versiune finald pro-didactica.ro

(b) Din descompunerea de mai sus, vedem ca restul este @ iar catul | (x — 1)|.
(c) Folosind relatiile lui Viete,

X1+X2+X3:—_T1:-

O cale alternativa (posibila doar in cazuri particulare ca acesta) este cea
directa:

x1+x2+x3:1+1+(—1):.

(d) Folosind relatiile lui Viete obtinem

1 1 1 X3+ X1+ Xp 1
+ + = =— =|-1].
X1 Xp X2+ X3 X1+ X3 X1X2X3 —% -
(e) Avem f(log,x) = 0 & log,x € {-1,1}. Ecuatia log,x = —1 are solutia

(pozitiva) iar ecuatia log, 3 = 1 are solutia | x = 3|

3. Subiectul II.2.

Rezolvare.
(@) | f'(x) =2006" - In2006 + 2x|, Vx € R.

(b) Limita din enunt este exact derivata functiei f in x = 0, adica| f'(0) = In2006 |.

(c) Folosind formula derivatei gasita la punctul (a), constatam ca f’(x) = 2006" -
In2006 + 2x > 0, Vx € (0, 00), deci f, fiind evident continua pe R, este strict
crescatoare pe [0, o).

(d) Studiem semnul derivatei a doua a functiei f. Continuand calculele Tncepute
la (a), obtinem f”(x) = 2006" - (In2006)* + 2 > 0, Yx € R. Agadar f este
convexa pe RR.

(e) Aria ceruta este

1
NGRS
0

1

1 1 x 3
2006 X

2006 + x%| dx = 2006 + x%dx = + =

f0| v ax fo T (ln2006 3)

2005 s 1
~ |In2006 3|

4. Subiectul III.

Rezolvare.
(a) Intr-adevar, I, = A(0) € M, deoarece 0 > —1.
5 —4
(b) Avem det A(2) = '2 _1‘ =5-(-1)-2-(-4) =[3].

2
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(c) Pentru orice x > —1 avem

1+2x —2x

detA(x) = N 1-x

= (14+2x)(1—x)—x(—2x) = 1+x—2x%+2x° = >0.

(d) Fie x, y € (=1, 00). Atunci
xy+x+y=xy+x+y+1-1=x+1)y+1)-1>-1,

——— ——
>0 >0

g.e.d.
(e) Fie x, y arbitrare astfel incat A(x), A(y) € M. Atunci x, y > —1. Mai mult, avem

AwAy) = (MTF 1‘3’;) (1 +y2y 1‘33@)
(1+2x)(1+2y) —2xy (1 +2x)(=2y) + (=2x)(1 — y))
x(1+2y)+ (1 -x)y x(=2y)+ (1 -x)(1-y)

1+2(xy+x+y) —2(xy+x+y))eM

(xy+x+y) 1-(xy+x+y)
deoarece xy + x + y > —1 conform punctului precedent.

() Conform punctului precedent, A(x)A(x") = A(X")A(x) = A(xx" + x + x7), iar de
la punctul (a) stim ca I, = A(0). Este suficient atunci sa luam x’ solutie a
ecuatiei xx’ + x' + x = 0, adica x’ = _xxﬁ > —1.

(g) Vom arata mai mult, anume ca M este izomorf cu grupul multiplicativ (0, ).

Pentru aceasta este suficient sa gasim o functie bijectiva ¢ : (0, 0) — M ce
satisface proprietatea (de izomorfism):

PO)P(y) = dlxy), VYx,y € (0,00).

Alegem ¢(x) = A(x —1). Este ugor de vazut ca ¢ este bijectiva, iar pe de alta
parte, folosind punctul (e), avem pentru orice x, y € (0, c0):

P)P(y) = Aa-DAY-1) =A(x -y -D+x-1+y-1) = Alxy-1) = p(xy).

Problema este rezolvata.

5. Subiectul IV.

Rezolvare. Saremarcam mai intai faptul ca f se poate scrie si sub forma

f(x):2—x4?, Vx € (0, ).

(a) f’(X) = m , Vx € (O, OO)
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(b) Folosind punctul precedent si definitia lui g, obtinem

o 1 4dx—-x"-2x-1 | (x—-1)7
g(x)_(x+1)2_§_ x(x+12 | x(x+1)2/ 7x € (0,00).

(c) Evident, | f(1) = g(1) = ¢’(1) = 0|.
(d) Deoarece

4
li =li (2——):2+0:2,
W= 2

asimptota catre oo la graficul lui f/ are ecuatia|y = 2|.
(e) Functia g este evident continua pe intreg domeniul sa de definitie. Formula
derivatei functiei ¢ gasita la punctul (b) ne arata direct ca ¢'(x) < 0, Vx €
(0, 00) (cu exceptia punctului izolat x = 1), deci g este strict descrescatoare
pe (0, c0), nu numai pe [1, o).
(f) Deoarece g este strict descrescatoare pe [1, c0), pentru orice x > 1 rezulta
Q(x) < g(1) =0, adica f(x) —Inx <0, sau

2(x_1)—lnx§0 o 2(x—1)
x+1 X+

<lnx.

(9) Integrand inegalitatea din stanga obtinuta la punctul precedent pe intervalul
[1,2] si utilizand proprietatea de monotonie a integralei, rezulta

2 B 2
f (Z(x 1)—lnx) dxsf 0dx=0.
1 x+1 1
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