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CAPITOLUL 1

65

1. Subiectul 1
Rezolvare.

() Cu formula distantei (teorema lui Pitagora) obtinem

IAB| = (1 - (-2)2 + (1 -5 =[5].

(b) Deoarece I\ﬁ’ =(2,4) = Zm, vectorii I\ﬁ’ Si Wr sunt paraleli. Prin urmare,
punctele M, N si P sunt colineare.
(c) Avem

1=a a=1
1 b)i = '
+(a+Db)i a+3l®{a+b:3 & {b:z

(d) Deoarece suma unghiurilor intr-un triunghi este 180°, avem 5m(A) = m(B) +
m(C) = 180° — m(A), de unde 6m(A) = 180°, sau m(A) = 30°. DecisinA =
1
in30° =| = |
S >
(e) Deoarece sin 0 = sin 7t = 0, putem alege respectiv .

(f) Doi vectori sunt perpendiculari daca si numai daca produsul lor scalar este
zero. In cazul de fata

U-T=(=2)-3+43-2=0,
deci 7 L .

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.
3 2 2:3+43:% 5
(a)AvemE*g—T— E
(b) Avem
2:-x+3-a

Xra=x & ——— =X & 2x+3a=2x © 3a=0 & .

Evident, relatiile de mai sus sunt valide pentru orice x € IR.
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(c) Existenta ipoteticului numar ¢ nu este asigurata automat. Luand valorile par-
ticulare 2 = b = 0, numarul c trebuie sa verifice relatia
3c 3c 9

0+0)*c=0*(0=*c) & O*C:O*E S > =7 s [c=0).

VerificAm faptul ca ¢ = 0 satisface conditia din enunt. Intr-adevar, folosind
punctul precedent, obtinem

(@a*b)*0=a+b=a=b+0), VabelR.

(d) Avem
. 227432 ,
2%2*:10@%:10:»5-2*:20@2":4@.
(e) Avem

2-log,x +3-log, x
log,x*log,x =10 & > =10 & 5-log,x =20

© log,x=4 & x=2*=]16|.

3. Subiectul II.2.

Rezolvare. Este util sa explicitam functia data. Avem

2-2x ,x€(-00,1)
= VxeR.
fe) {2x—2 ,x€[1,00) 7 re
(a) Produsul din enunt contine factorul f(1) = 0, deci intreg produsul este egal
cu @
(b) Folosind formula de la inceputul rezolvarii, avem

yon 72 ,x€(-00,1)
f(x)—{2 re(Leo) VxeR.

Notam faptul ca f nu este derivabila in x = 1. Avem

F(=2)+f2)=-2+2=[0].

© f(x)=4 © 2x-2/=4 © x-1|=2 & x-1€(-2,2} & x€|{-13}]
(d) Avem

2

lim (@)H =lim (1 — %)7 =(1-0)°= .

n—o0 n n—00
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(e) Deoarece f(x) =2x —2, Vx € [1, 2], rezulta

2 2 ,
f f(x)dx = f (2x—2)dx:(x2—2x)|1 :.
1 1

4. Subiectul III.

Rezolvare.
2 11
1 21
11 2
Prin urmare A(2) este inversabila, deci rangul sau este egal cu .
(b) Avem

(a) Folosind formula lui Sarrus, det A(2) = =8+1+1-2-2-2=|4]

111111y (333
AP =|1 1 1||1 1 1|=|3 3 3|=3401).
111111 (333

De aici rezulta imediat (de exemplu, prin inductie) ca

A" =|3"1A1)|, VneN.

x 11
(c) O matrice [1 x 1|din H este unic determinata de valoarea lui x € M. Deci
[1 1 x
H si M au acelasi numar de elemente, adica .
(d) Nu are rost sa cautam acul in carul cu fan. Am vazut la punctul (b) ca
A(1)? = 3A(1). Cu alte cuvinte A(1)(I3 — 2A(1)) = A(1), sau A(1)A(=1) = A(1).
Alegem deci|x = 1|si|y = —1|, care au proprietatea ceruta.

(e) Pentru orice x € M avem

det A(x) = =x*+2-3x=2+x(x*-3).

— — =
_ R
R

Numerele x si x> — 3 sunt de paritati diferite, deci det A(x) este intotdeuna
numar patr.
a b ¢
(f) Fie A = [x y z] € G astfel incat det A este impar. Atunci fiecare linie a
u v w

matricii A contine cel putin un element impar. ¥idetalij
in caz contrar, dezvoltand determinantul dupa linia respectiva, am obtine c& det A este numar par.

Deoarece toate elementele matricii A apartin multimii M, iar singurele nu-
mere impare din M sunt {1, —1} rezulta ca A are cel putin trei elemente egale
culsau —1.
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] sunt

este 0 suma de sase numere impare, deci este numar par, contradictie cu
ipoteza.

IS B )

b
(g) Presupunem prin absurd ca toate elementele matricii A = [ Y
0

RS RN

numere impare. Atunci

det A = ayw + bzu + cxv — cyu — azv — bxw

5. Subiectul IV.

Rezolvare.
(@) Functia este continua pe intreg domeniul sau de definitie. Deoarece lim

x—0*
% = oo, graficul cau are asimptota verticala [x = 0] De asemenea, deoarece

lim % = 0, graficul lui f are catre infinit asimptota orizontala de ecuatie

X—00 7

y=0]|

2 . o
(b) Avem | f'(x) = — <0, Vx € (0,0). Agadar f este strict descrescatoare pe

(0, 00).
(c) Aria ceruta este

1
5.

f|f |dx—f—dx———

(d) Deoarece 2 <e <3si3 < m <4 avem
25 1 1 1 1

1
=y — <+ S ==,
44 9 16 2 @ 17973 1m

1_13_ 52
(e) Fie k > 2. Atunci

1_k=(-D_ 1 _1
Kk~ k-Dk R-k_ &

R
k

(f) Folosind punctul precedent, pentru orice n € IN*, n > 2, avem

3 1 1 1
a, = 1+§+§+“'+ﬁ
< 1+1 1+1—1+ 1
1 2 2 3 n-1 n
1
= 2--<2.

n
Prin urmare sirul (a,,), este marginit superior, deci este marginit, avand toti
termenii pozitivi.
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(g) Este usor de stabilit o legatura intre cele doua siruri. Pentru orice n € IN*

avem
b+l+l+ + ! —1+l+l+l+ + !
o2 T2 (2n)2_ 12 22 132 (2n)2.
_1 = Aoy
_Zgn

Cu alte cuvinte b, = ay, — 3a,, Yn € IN*. Atunci

2
i b=l o= § fm = (1-3)

|
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