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CAPITOLUL 1

Varianta 61

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(a) Coordonatele punctelor C si D satisfac ecuatia dreptei, deci avem

a-0+b-4+4 = 0
a-(-4)+b-0+4 = 0

Din prima ecuatie deducem b = |1}, iar din a doua a = [1].

(b) Sa observam mai intéi ca ecuatia dreptei AB este y = x, deci are panta
m = 1. Ecuatia dreptei ce trece prin C si este paralela cu AB (adica are tot
pantam =1)estey—4=1-(x—-0),sau|y=x+4|

(c) Coordonatele mijlocului segmentului [CD] sunt mediile aritmetice ale coor-

0+(—4) 4+0
| T (-2,2) |

(d) Centrul cercului cautat este mijlocul segmentului [BC], asdica (1, 3), iar lungimea
diametrului este lungimea segmentului [BC], adica \/((2—0)2 +(2-4)2 =

donatelor lui C si D, adica

. . 2V2 . L o
\/8 = 24/2. Atunci raza cercului este T\/— = /2, iar ecuatia cautata este

(k=12 +(y-3?2=(V2) =2

(e) Avem

IAB| = 2-12+(2-12= V2
IAC| = (0-12+@&-12= V10

Prima solutie. Folosind teorema cosinus,

IABR +|ACP - |BC _ 10+2-8 _ 4 _

2-JABI-JACl " 2.410-V2 45
A doua solutie. Avem AB = (1,1) si AC = (-1, 3). Atunci

COS B/14\C

&l

AB - AC 143

— . — +

cos BAC = = =
|AB[-[AC] /2. 410

&l -
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(f) Conform punctelor (a) si (b), dreptele AB si CD sunt paralele. Patrulaterul
ABCD este deci un trapez. Distanta /2 dintre bazele AB si CD este distanta

. 4-0 .
de la C(0,4) la dreapta AB : y—x =0, adica h = il = 2+2. Mai
12 + (-1)2
calculam lungimea segmentului [CD| = /(0 —4)2 + (-4 —0)2 = 4 V2. Atunci
aria este

(ABI+ICDl)-h _ (V2+4V2)-2vV2 _
2 - 2 =110}

2. Subiectul II.1.

Rezolvare.

(a) Cum pentru orice valoare a lui » numitorul este pozitiv, inecuatia din enunt
este echivalenta cu 21> — 111 + 5 < 0. Ecuatia asociata are radacinile n; = 5

. 1 . . - 1 :
Sin, = 5 deci solutia inecuatiei este n € [5,5]. In acest interval sunt
numere ntregi.

(b) detA=2-3-1-5=[1]

(c) Matricea B are rangul 1, daca si numai daca det B = 0 (rangul este cel putin 1
caci matricea are elemente nenule). CumdetB =2-3—1-m = 6 —m, rezulta
m =

(d) Folosmd monotonia crescatoare a functiei logaritm in baza 3, avem log, p <
2 & p <3 o p<9. Cum conditia de existenta a logaritmului este p >
0, solutia inecuatiei este p € (0,9). Cel mai mare numar natural din acest
interval este [8].

(e) Avem o suma telescopica:

1.1 1 1
1- 2.3 26-27  27-28
_ 1_1)+(1_1)+ +(i_i)+(i_i)
\1 2 2 3/ 777 \26 27 27 28
1
=1-—
28

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.

I\)
OJ

(a) Pentru orice x € R, f'(x

(b)ff(x)dx—(x——— )

I\JIOJ
=1 W

»hlr—\
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(c) Punctele critice sunt solutiile ecuatiei f'(x) =0 < 3(x* -1) =0 x = +1. In
ambele valori derivata isi schimba semnul, deci f are |2 | puncte de extrem
local.

(d) Se observa ca x; = 1 este o radacina a ecuatiei polinomiale f(x) = x° —
3x + 2 = 0. Atunci polinomul f se divide prin x — 1. Descompunem 1in factori
WP -3x+2=x-x-2x+2=x(x-1Dx+1)-2(x-1) = (x = 1)(x®> + x - 2).
Ecuatia de gradul doi x> + x — 2 = 0 are radacinile x, = 1 si x3 = -2, deci
ecuatia f(x) = 0 are |3 | radacini, anume x; = x, = 1,x3 = 2.

Comentariu: Raspunsul este 3 doar daca privim ecuatia ca una polinomiala.
Daca ne referim la cate numere reale satisfac ecuatia, atunci raspunsul este
2. Enunt prea vag si interpretabil.
3 6 4 2
(e) i f@en) . 8nP-6n+2 . 8- +5 8-0+0 _§

1m =]llIm ————— =1Im — —
oo f(n)  onoe m3=3n+4+2 moel-3 4% 1-0+0

4. Subiectul III.

Rezolvare.
@ 1-i=[1+i,1=[1]
. ~ 1—-1 A+)A+i) 1+2i+2 20 . .
b) Cum (1 — 1-1)= = = = — =1, rezulta ca
Oyeumd=ned-d=15=a0hary - 1.2 2"
m:@gin:.

(©) Avemxou:x,\fxe]Rc)E:x,\fxe]R@x:ux,Vxe]Rc)u:

(d) Presupunem ca exista un asemenea 1 € C*. Atunciin particular, xou =, Vx €
IR si conform punctului precedent = 1. Obtinem atuncixo1 =x, Vxe C &
x = x,¥x € C. Contradictie, caci de exemplu de la punctul (a) avem v; # ;.
(e) Fiez=a+ib,cua,beR. Atunciz-z = (a+ib)(a —ib) = a*> - ’b*> = a* + > € R
(f) Ecuatia z°> — 1 = 0 se scrie (z — 1)(z> + z + 1) = 0 si are radacinile z; = 1,
1 .V3 1 .3

2=-3 + iT' 23=—5- iT' Luam de exemplu w = z, (puteti lua la fel de

bine si pe z;3) siavem A = {1, v, w}

—_ _3 o
(g) Fie x,y € A, adica x* = 1 = 1. Atunci (x o y)* = (i) = % = % =1, deci
xoy€A.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.

. 1 1 -1

a) Pentru orice x € (0, 00), avem f'(x) = - ===\
(@) * € (0, 00) f'® x2+1 a2 | x2(x2+1)

Sa observam ca functia g poate fi extinsa (prin abuz de notatie) la ¢ : R — IR,

g(x) = 1+ x - arctgx. Avem nevoie de aceasta observatie pentru a evita sa

3
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calculam derivata laterala in x = 0. Atunci, pentru orice x € R,

g'(x) =|arctg x +

x2+1

1 .
(b) Avem — > % Vx>1e 14+ x%>x% Vx> 1. Evident.

(c) De la (a) se vede ca derivata functiei / este strict negativa pe tot domeniul
de definitie, deci f este strict descrescatoare pe (0, o) si in particular si pe
[1, c0).
1—x? 2

, 1 : “
Avem g¢”(x) = 217 T 17 = 17 >0, Yx € R, deci g este convexa
pe IR siin particular si pe [1, ).
(d) Conform punctului precedent, ¢”(x) > 0, Vx € R, deci ¢’ este strict crescatoare
pe R. Atunci pentru orice x > 0 avem ¢’(x) > ¢’(0) = 0 si de aici rezulta ca g

este strict crescatoare pe (0, o) si in particular si pe [1, o).

(e) Avemf—d _f dx—lnx| _.

(f) Folosind integrarea prin parti

1 1
f (1+xarctgx)dx = 1+ f (x*/2) arctg x dx
0 0

1
1+ (x*/2)arctg x|(1) — f (x
0

n 1 1
— 1+ [1- d
8 2,[0( x2+1) *

+

N =
w13

= 1+E—1+1arct x|
- g 2 T8

o A s V2007
(9) Observam mai intéi ca g’( v2007) = 2008 + arctg V2007.

Folosind punctul (b), pentru orice x > 1 avem

Sn X 1
g'(x) = arctgx + 21" arctgx + » = f(x).

Cum f este strict descrescatoare pe [1, ), rezulta

4
2(V2007) < f(V2007) < f(1) = -
Pe de alta parte stim din demonstratia punctului (d), ca g este strict crescatoare

pe [1,00). Atunci g’( V2007) > ¢'(1) = HZZ.
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