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CAPITOLUL 1

Varianta 57

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

(8) I(1—ipl = [1 =P = (YT + (D7) =

(b) Cu formula uzuala distanta este

|OA| = \J(4-0)2 + (-3 - 02 = V16 +9 = 5]

(c) Coordonetele punctului B satisfac ecuatiei cercului:

o (%) =35

sin3 cos3
(d) tg3-ctg3 = c0s3 sin3
(e) Coordonatele centrului de greutate al triunghiului sunt mediile aritmetice ale

coordonatelor varfurilor. In cazul nostru obtinem
(1+3+2 3+2+1 2+1+3)
37 3 7 3

=12,2,2)

(f) Se vede usor ca punctele P(2,3) siQ(3,2) apartin dreptei de ecuatie x+y =5
y
(suma coordonatelor este 5 pentru ambele puncte). Aceasta ecuatie se mai

scriex+y—5=0,decia=1]sib=[-5].

2. Subiectul II.1.

Rezolvare.

(a) Pentru orice x € Z, numarul x> — x = (x — 1)x(x + 1) este atat multiplu de 2
cat si de 3 (ca produs de 3 numere intregi consecutive). Prin urmare x* — x
se divide cu 6 si trecand la clase de resturi obtinem c& #° — # = 0 in Z;. Or
aceasta, Tnseamna exact ca £° = £, pentru orice £ € Z.

(b) Folosind punctul (a), avem (£ + 9)° = 2 + ) = 2 + §*, pentru orice £, §J € Zs.

(c) Fiea = g(1). Atunci f(a) = f(g(1)) =1, deunde 3a + 1 = 1. Rezulta a = @

(d) log,(x* +7) = log,2x* +3x+7) © xX*+7=2x*+3x+7 ©0=x*+3x & x €
{=3,0}|. Sa notam ca pentru ambele solutii logaritmii initiali sunt bine definiti.
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(e) Fie x1, x,, x5 radacinile polinomului. Conform relatiilor lui Viete, avem

-1
X1+Xp+X3 = _T:1
—24
—=-24
1

Atunci X% + x% + X% = (X1 + X, + X3)2 - 2(X1X2 + X1X3 + .'X'ng) =12 - 2(—24) =

X1Xy + X1X3 + XoX3 =

3. Subiectul II.2.

Rezolvare.

2x 2x
x2+4 2411
(b) Cum f este o primitiva lui f’, avem

(a) Pentru orice x € R, avem f’(x) =

1
f f(x)dx = f(1)= f(0)=In(1* +4) — In(1*> + 1) — In(0* + 4) + In(0* + 1)
0

5
= 2|,
"3

(c) Continuand calculul de la punctul (a), avem
Lo —6x
fO= Erne
Atunci pentru orice x < 0 avem f’(x) > 0, deci f este strict crescatoare
pe (—o0,0]. Similar, pentru x > 0 avem f’(x) < 0, deci f este strict des-
crescatoare pe [0, ).

Vx e R

—-6-1 _ _E
(12+4)(12+1) | 5]
2

(e) Pentru orice x € IR, avem f(x) = In ;ﬁ > In1 = 0. Conform punctului (c),
functia f are un maxim global in x = 0, deci f(x) < f(0) = In4, Vx € R,

(d) Limita este exact f’'(1) =

4. Subiectul III.

Rezolvare. Pentru simplitate, pentru a,b € Q vom nota X(a,b) = (2ab z) Atunci

G ={X(a,b)|a,b e Q, a*>-2b> = 1}. Conditia a> — 2b*> = 1 poate fi exprimata sub forma
det X(a,b) = 1.
(@) L =X(1,00eGcaci12—-2-02 = 1.
(b) Fie A = X(a,b) € GsiB = X(c,d) € G, adicda,b,c,d € Qsidet A = a>—2b = 1,
detB = ¢ — 24%> = 1. Atunci

AB X(a,b)X(c,d):(ﬂ b)(c d):(ac+2bd ad+bc)

2b al\2d ¢ 2ad + 2bc  ac + 2bd
= X(ac + 2bd,ad + bc).

2
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Evident ac + 2bd € Q siad + bc € Q. De asemenea,
(ac + 2bd)* — 2(ad + bc)* = det AB = (det A)(detB) =1,

deci AB € G.
(c) Am observat deja la punctul precedent ca det A = |1 |pentru orice A € G.
(d) Deoarece detX = 1 (consecinta a faptului ca este in G), mtricea X este

~ detX a

(e) De exemplu|X(3,2)|e Gcaci3®—-2-22=1.

(f) Daca B = X(a,b) cu a,b > 0 atunci elementele lui B" vor fi toate strict pozitive
conform calculului de la punctul (b), deci B" nu poate fi I, care are elementele
de pe diagonala secundara nule.

(9) Fie B = X(3,2) € G. Demonstram ca B" # BY, pentru orice p,g € N, p # g.
intr-adevar, cum B este inversabild (conform (d)), in caz contrar am avea
BF~1 = I,, contradictie cu (f) (am presupus fara a restrange generalitatea ca
p > gq). Cum G contine multimea infinita {B" | n € IN}, rezulta ca are cel putin
2007 de elemente.

, O : 1 B
inversabild iar inversa ei este X! = X = (_;b b).

5. Subiectul I'V.

Rezolvare.
(a) Pentru orice x > —1, avem
1 X
’ = —1 = | —
F'® 1+x 1+x
Si
, , K2\ x x?
g(x)—f(x)+(?) T T lax T | Tex|

() f0) = g'0) = [0] .
(c) De la punctul (a) vedem ca f'(x) = 1o < 0 pentru orice x > 0. Rezulta

ca functia f este strict descrescatoare pe [0, o), deci f(x) < f(0) = 0 pentru
orice x > 0. Similar, g’(x) > 0 pentru orice x > 0, deci functia g este strict
crescatoare pe intervalul [0,c0). Rezulta ca g(x) > g(0) = 0 pentru orice
x> 0.

(d) Tn membrul stang avem suma primilor # termeni ai unei progresii aritmetice
cua; =1sia, =2n—1. Atunci

1+2n-1
143+...+Qn-1)= %-nZTI%VHEN*
(e) Notam cu P(n) afirmatia din enunt. Verificarea pentru n = 1 este imediata:
, 1(4-1*-1)
1r=——.
3
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Presupunem ca P(n) este adevarata. Atunci

12+3%+ ... +2n—-172+Q2n+1)>= @+(2n+1)2 =
_ n(2n — 13)(2n +1) +Qn+17
_22n+D[@n* -n)+32n+1)]  (2n+1)(2n* +5n + 3)
- 3 - 3

_ (n+1)2n +1)2n + 3) _ (n+D[4(n+1)2-1]

3 3
deci P(n + 1) este adevarata. Conform principiului inductiei matematice P(n)
este adevarata pentru orice n € IN*.
(f) Folosind punctele (d) si (e), avem
[1+3+...+2n—-1)n _ n3

3
I - i =2
oo 34+ Q1) w1

(g) Pentru orice x > 0 conform (c) avem
2
ln(1+x)—x<0<ln(1+x)—x+x§

inegalitati ce pot fi puse sub forma
2
x—%<ln(1+x)<x.

Integrand pe intervalul [0, 1] aceste inegalitati de functii continue si folosind
monotonia integralei obtinem

1 T ! ! 1
g—fo(X—E)dx<j(;1n(1+x)dx<£xdx-§
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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