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CAPITOLUL 1

Varianta 56

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
() |AB| = A - 07+ (1-22=| V2
| | Al L T |
(b) Prima rezolvare. Ariaeste S=—,unde |l 0 2|= = 2. Prin urmare
2 100 ©2

5:%:_

A doua rezolvare. Punand punctele pe un sistem de coordonate, intuim
ca triunghiul ABO este dreptunghic isoscel. Pentru a verifica acest lucru,
calculam distantele

IAO] = 1-02+(1-02=12

IBO| = (0-02+(0-22=2
Deoarece |BO]> = |AOJ]> + |ABJ?, conform reciprocei teoremei lui Pitagora,
triunghiul este dreptunghic cu unghiul drept in A. Sa observam de aseme-
nea ca |AB| = |AQ|, deci triunghiul ABO este dreptunghic isoscel (vom folosi
acest fapt la punctele urmatoare). Aria triunghiului este atunci jumatate din

JAO|-|AB] _ V2- V2 _
2 2 =[]

produsul catetelor, adica
(c) Stim de la punctul precedent ca triunghiul AOB este dreptunghic isoscel.

- L . — 2
Atunci masura unghiului AOB este de 45° si cos AOB = 7\/— :
(d) Coordonatele punctelor trebuie sa satisfaca ecuatia dreptei, deci avem
a+b = 2
a-0+b-2 = 2

Din a doua ecuatie obtinem b = . Substituind Tn prima gasim sia = .

(e) Stim de la punctul (b) a doua rezolvare ca triunghiul ABO este dreptunghic,
deci AB L AO. Putem lua astfel punctul [C = B|.

() Un punct egal departat de A si B este mijlocul segmentului AB, care are
coordonatele mediile aritmetice ale coordonatelor lui A si B, adica

(1+0 1+2)_(1 g)
2 7 2 ) \22)f
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2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.

(@) O multime cu n elemente are 2" submultimi, deci pentru ca sa aiba 8 = 2°
submultimi, va trebui sa aiba 3 elemente, din care unul este 8. De exemplu,

alegem .
(b) Conform relatiilor lui Viete produsul radacinilor ecuatiei este
8
1

X1Xp = =8.

(c) De exemplu, f(x) =|x(x — 8) + 8 = x> — 8x + 8| satisface conditia f(8) = 8. Se
poate arata ca toate functiile de gradul doi ce satisfac conditia din enunt sunt
de forma f(x) = (ax + b)(x = 8) +8,cua,be R, a # 0.

(d) Se impun conditiile de existenta a — 1 > 0 si b + 1 > 0. Egalitatea se scrie
echivalent logg(a — 1) = logy(b+1) ©a-1=b+1 s a=>b+2. Putem lua de

exemplu|a=2,b=0|

(e) Matricea (g (1)) are determinantul 8-1-0-0 = 8.

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.

(a) Pentru orice x € R avem f'(x) = .
(b) (f 0 (0) = f(FO) = f(1) =

(c) Derivata a doua este f”(x) = 20x> + 6x = x(20x* + 6), Yx € R si se anuleaza
doar pentru x = 0. Cum f”(x) si schimba semnul Tn acest punct, rezulta ca

este punct de inflexiune pentru functia f.

. f@n) . en)P+@n)+1 . 32n°+ 8 +1
(d)g?om_g?o n+nd+1 _,11_{?0 n+nd+1 =32}
(e)

2 2 5 3 2
f@dx = f(x4+x2+1)dx:(x—+x—+lnx)
1 X 1 X 5 3 1
25 23 1 1 128
= €+§+ln2—g—§—ln1— 1—5+h'12
4. Subiectul III.
Rezolvare.

(@) Conform relatiilor lui Viete avem x; + x, = 4 Si x1x, = 2. Atunci
X4+ = (0 +x) —2x0 =47 —2-2 = 12eN|.

2
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(b) Deoarece detA =2-2—-1-2=2|# 0, rangul matricei A este maxim, adica
2]

(c) Calculam A? = (% 3) (% 3) = (Z 2) Atunci

r=ai-snezn=(§ )-8 D 9= Y.

(d) Cum f(1) =1*-4-1+2-1=-1,avem g(b) =5 -4-L+2-L, = -, = f(1)L.

(e) Am vazut la punctul precedent ca B = f(1) - I, = —L,. Cum (=L)(-L) = I,
rezulta ca B este inversabila cu inversa B~! = -1, = B.

(f) Am vazut la punctul (d) ca g(I,) = . Atunci g(I,)—g(A) = —L—A?+4A-2I, =
—(A? —4A + 31) = —(A — L)(A - 3L,) = (I, — A)(A — 3I;). Putem astfel lua

(g) Avem

gX)=0, & X -4X+2L =0, & X*-4X+3L =L & (L-X)BL-X)=1.
Rezultd ca I, — X este inversabila cu inversa (I, - X)™' ={3L - X|,

5. Subiectul I'V.

Rezolvare.
(a) Pentru orice x € R, avem

Q)Y+ 1) =2 + 1) 6x2(x* +1) — 20 - 4x° -2 + 617

f@ = o+ 1)2 ( + 1) BTSN
|2 (x* - 3)
B (x*+1)2
(b) Deoarece lim 20 _ lim % 0 0, rezulta ca dreapta |y =0
X—>°°x4+1_x—>ool+xl4_1+0_ ’ P y=
este asimptota orizontala la graficul functiei f catre co.
2x? 2x?
c) Deoarece f'(x) = -(3—x%, Vx € R, iar fractia este pozitiva
© @) = Gy B, v fia g este p

pentru orice x € R, rezulta ca semnul derivatei f'(x) este dat de expresia
3—x=(V3-2)(V3+x%). Cum V3 + 22> 0,VYx € R, deducem ca semnul
lui f'(x) este acelasi cu semnul lui V3 — x2. Or aceasta expresie de gradul
doi se anuleaza pentru | V3 |si|—+/3| si are si schimbari de semn in aceste

puncte, care prin urmare sunt puncte de extrem pentru f.
(d) Cum numitorii sunt pozitivi, inegalitatea din enunt este echivalenta cu

rr1>2 © (* -1 >0,Vxe R,

evident.
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(e) Avem
1 1 1
f(x) 2x (x2) 1
) ?dx = fo a1 dx = fo mdx = arctg (xz)|0 = arctg 1 — arctg 0
= |
= 17

Mai explicit, am utilizat schimbarea de variabila y = x?.
(f) Prima rezolvare. Functia f este impara. Atunci integrala ei pe un interval

simetric n origine este [0].
A doua rezolvare Avem

1 1 4 /
A SECEE R P R SN DU
I1f(x)dx_f:12 ) dx = 2ln(x +1)|_1 = 21r12 2ln2—@.

2

(9) Sa observam ca avem — 1 < 1,¥x € R. Inegalitatea aceasta se demon-

streaza exact la fel cu cga de la punctul (d). Sa mai remarcam ca nu putem
folosi numai punctul (d), care este valabil pentru orice x € IR*, iar in cazul de
fata avem nevoie si de punctul x = 0. Pentru x > 0, Tnmultind cu x aceasta
inegalitate obtinem f(x) < x. Integrand pe intervalul [0, m] si folosind mono-
tonia integralei obtinem

m m 2
f f(x)dxsf xdy ="
0 0 2
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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