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CAPITOLUL 1

Varianta 55

1. Subiectul 1.
Rezolvare.
(@ V5 +iV3) = \(V5R + (V3f = VB =23
o 1+ 2+ 1] 4
(b) Cu formula uzuala, distanta este = 242,

VIZ+ 12 V2

(c) Raza cercului este distanta de la punctul E la dreapta, adica 2 V2 conform

punctului precedent. Atunci, ecuatia cercului este | (x — 1)2 + (y — 2)2 = (2V2)?|.

(d) Cum LM(@3 — 1,3 - 2) = MN(5 — 3,4 — 3), punctele sunt coliniare. Sau, un alt
argument este ca M este mijlocul segmentului LN.
(e) Pentru orice unghi x (in particular si pentru 30°) avem

sinx + sin(—x) = sinx — sinx = @

(f) Dina+bi = (2 +3i)(4 + 5i) = 8 + 10i + 12i + 152 = —7 + 22i, rezulti a = si

b=[22].

2. Subiectul II.1.

Rezolvare.

(a) De exemplu putem lua|a =4 =22, b = 8 = 2%|siavem a+ Vb =2+2 =4 € Z.
Sau, altfel ludm |2 = b = 1|siavem i+ Vb =2 € Z.

(b) Un polinom cu coeficienti intregi ce are x; = 3 + V2 ca rad&cing, are i
conjugatul x, = 3— /2 ca radacina. Orice polinom de gradul doi cu radacinile
x1,x, este de forma a(X> — SX + P),unde S = x; +x, = 6 SIi P = xjx, =
3+ V2)3- V2) =9 -2 =7. Luand de exemplu 2 = 1, obtinem polinomul
X?-6X+7|

000 000
1 =rangB.

(d) Inegalitatea se poate scrie log, x < 4 = log,2* = log, 16, sau x < 16. Orice
numar real x € (3,16] este convenabil. De exemplu, puteti lua x = [7t|.

100 100
(c) FieA=||0 1 Of/siB=[|0 O O AvemdetA =detB=0sirangA =2 #

1
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(e) De exemplu, f: R = R, | f(x) = x,Vx € R, satisface f(1)+ f(2) =1+2 =3.
Un alt exemplu este f : R — R,

f(x) =3/2,x <2007, f(x)=0,x>2007
Intr-adevar si in acest caz f(1) + f(2) =3/2+3/2 = 3.

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.

5 5 5 . 3 3 3 .

a) AvemA=—=————=—8B=—=———=—_ Atunci|A > B|.

@ 5 3¥+3+1 1327 & 5+5+1 31

(b) Ecuatia a, = 21 este echivalenta cu n?+7n—20 = 0. Aceasta ecuatie de gradul
doi are radacinile 1, = 4 si n, = —5. Cum n, ¢ IN, solutia este 1, = 4],

(c) Numarul natural 1 nu este termen al sirului. Intr-adevar ecuatia 7> +n+1 =1
are radacinile n; = 0 si n, = —1. Cum niciunul din aceste numere nu este n
IN*, numérul [ 1] nu este termen al sirului.

(d)

Aye1 — ay, C m+1)?+m+D+1-n*-n-1
—— = lim
n—oo n+1 n—0o0 n+1
2n+2
= lim " =lim 2 =

n—oo 1 + n—oo

(e) Cuma,,; —a, = 2n+2 > 0,Yn € IN* (calculul a fost deja facut la punctul
precedent) sirul este strict crescator.

4. Subiectul III.

Rezolvare. Sa observam ca a o b este de fapt ultima cifra a lui ab.
(a) Conform observatiei de mai sus, avem 4 o6 =|4(si 702007 =707 = @

(b) De exemplu, a = , b= . Numai ultima cifra conteaza siavemaob =
103 =3.
(c) Facem tabla operatiei o pe G si observam cae = @ satisface conditia ceruta.

0|2 4 6 8
2[4 82 6
48 6 4 2
6(2 4 6 8
8|6 2 8 4

(d) Se observa din tabla de la punctul precedent ca y = |2 | satisface conditia.

(e) Pe tabla de la punctul (c) se verifica usor toate conditiile unui grup comutativ.

(f) Trebuie sa aratdam ca nu exista nici un numar intreg x astfel ca x> sa se
termine n cifra 2. In tabelul urmator trecem ultima cifra a lui x> in functie de
ultima cifra a lui x:
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x|0123456789
Z[01 4965609 41

Se vede de aici ca x? nu se termina niciodata in cifra 2.

(g) Afirmatia din enunt revine la faptul ca 2 - 2 = 22" = 4™ se termina in cifra 4
pentru cel putin 2007 valori ale lui 7. Trecem in tabelul urmator ultima cifra a
lui 4™ Tn functie de m:

m|0 123456789
4711 4 6 4 6 4646 4

Observam ca 4™ se termina in cifra 4 pentru m impar. Demonstram acest
fapt. Intr-adevar, pentru m = 2k + 1 avem 4" — 4 = 421 —4 = 4. (16" - 1)
divizibil prin 4 - (16 — 1) = 60, ceea ce arata ca 4**! se termina in cifra 4.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.

(a) Pentru orice x € R, f'(x) = .

(b) Determinam punctele critice rezolvand ecuatia f'(x) = 0 © 4(x* - 1) =0 &
x = 1. Cumin punctul x = 1 derivata f" igi schimba semnul, avem un punct
de extrem local. Intr-adevar, f'(x) = 4(x* — 1) < 0, pentru x € (—oo,1) i
f'(x) = 4(x* = 1) > 0, pentru x € (1,0), deci in x = functia are chiar un
minim global.

(c) Pentru orice x € R avem f(x) > 2x(x —2) © x* = 2x* +1 >0 & (x* = 1)* > 0,
ged.

(d) Deoarece f”(x) = 12x* > 0 pentru orice x € R, rezultd ca f este convexa pe

()f%d —fe(x3—4+1)dx:(xz4—4x+lnx)

¢ let—16e+ 19

. 4

€x3—1 1 () 1 e |1. é*—4de+1

() f f Z dx = == ln — 5
(9) Conform (c) f(x) > 2x(x - 2) > 0 pentru orice x € [e,¢?]. De aici

e f(x)2 <f;22xX 2) f—dx—



	Capitolul 1. Varianta 55
	1. Subiectul I.
	2. Subiectul II.1.
	3. Subiectul II.2.
	4. Subiectul III.
	5. Subiectul IV.


