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CAPITOLUL 1

Varianta 54

1. Subiectul I
Rezolvare.
(@) cos?a +sin’a =[1], Yo € R, deci in particular si pentru o = 1.
(b) Cu formula distantei, [DC| = /(0 — 1) + (1 - 2)2 = | V2|.
(c) Coordonatele eventualelor puncte de intersectie satisfac simultan atat ecuatia
dreptei cat si ecuatia cercului. Obtinem sistemul:
x*+y* =25 x>+ (1-x)?=25 2x2-2x+1=25
= =
x+y—-1=0 y=1-x y=1-x

{x2—x—12:O {x€{4,—3}
& &
y=x-1 y=1-x

Asadar dreapta intersecteaza cercul in punctele de coordonate |(4,—-3)| Si
(=3,4)|

(d) Observam ca vectorii IM = (1,1) si MN = (1,1) sunt paraleli (chiar egali).
Prin urmare punctele L, M si N sunt colineare.

(e) Cu formula uzuala distanta de la punctul A(4,3) la dreapta de ecuatie x + 1 —
3 =0 este

d:|1-4+1-3—3|: 2\
V12 + 12

(f) Avem succesiv

(V34 = [(VB+ip] = (3-1+2V3ip
(2 +2V3i)> = 4(1 + V3i)2 = 4(1 - 3 +2V3))
= —8+8V3i

Deci[a = —8]si|b=83|

a+ bi

2. Subiectul II.1.

Rezolvare.
(a) Intr-adevar,
=)+ -2 +@Ez-x = -2xy+ P+ > —2yz+2>+2" - 2zx + x°

20 + y* + 2% — xy — yz — 2X)

1
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(b) Folosind punctul precedent avem:
Pry+Z=xy+yz+az © X+ +zZ—xy—-yz—zx=0
1
& |-y +y-27+E-27]=0

[0 suma de patrate de numere reale este zero daca si numai daca fiecare dintre ele

este zero]
© x-y=y-z=z-x=0

S xXx=y=z
(c) Introducem notatiile 2 = 2*, b = 3*, ¢ = 5. Ecuatia devine

a>+ b+ c? =ab+ bc + ca.

Conform punctului precedent rezulta a = b = ¢, adica 2* = 3* = 5%, de unde

obtinem soluia unica [x = 0],

(d) Ecuatia este satisfacuti de catre toate elementele lui Z;. Intr-adevar,
P=t e @x-1)2(x+1)=0,
ceea ce este evident adevarat pentru orice x € Z, deoarece printre oricare
trei numere consecutive exista cel putin un numar par si exact un multiplu de
3. Probabilitatea ceruta este |p = 1.
(e) Folosind relatiile lui Viete obtinem

x1+x2+x+3+x4:—%:

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.
(@) | f'(x) =sinx + xcosx|, Vx € R.
(b) Folosind teorema Leibnitz—Newton,

1
[ rw= - £ =[sin1)

(c) Deoarece [0,1] C [0, 5] rezulta imediat ca f'(x) > 0, ¥x € (0, 1]. Prin urmare
f este strict crescatoare pe intervalul [0, 1].
(d) Limita din enunf este tocmai derivata functiei f in x = 0, adica | f"(0) = 0|.
(e) Cantitatea de sub limita este
f(x) _xsinx _ sinx
X2 x2 x
Limita este clasica si este egala cu 1. Daca, totusi, nu recunoastem acest

N N 0 . .
fapt, observam ca limita este nedeterminata de tipul o Folosind regula lui
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I'Hopital obtinem '
lim S0 iy 95X .

x—=0 X x—=0 1

4. Subiectul III.

Rezolvare.
(a) Avem

AB =

—_
a [

e )= (st e

BA = ( f)(a b)_(ea+fc eb+fd)
~ \g h)\c d] \ga+hc gb+hd
(b) Suma elementelor de pe diagonala principala a unei matrici patratice M se
numeste urma lui m Si se noteaza cu tr M. Avem
tr (AB) =ae+bg +cf +dh
tr(BA) =ea+ fc+ gb+hd

x

} = tr(AB) = tr(BA).

(€)

_[at+e b+f _[(a-e b-f
A+B_(c+g d+h)’ A_B_(c—g d—h)'

(d) Tntr-adevar,
det(A + B) + det(A — B)

(@a+e)d+h)—(c+Q)b+f)+
+Ha—e)d—-h)—(c-g)b-f)

= 2(ad +eh —cb - gf)

2(ad — cb + ah — gf)

2(det A + detB),

g.e.d.
(e) Aceasta teorema este in manual.
(f) Rezulta direct din punctul precedent.
(g) Rezulta direct din (f), alegand A; = A, = ... = A, = A.

5. Subiectul IV.
Rezolvare.
(@ | f(1)=7|

(b) Formula este cunoscuta. Ati intalnit-o de exemplu la calculul sumelor de
progresii geometrice. Avem

=DA+x+22+.. . +x) =x+22 4. +2°+x - 1—-x—x?—.. =20 =x"-1

pentru orice x € R.



29-6-2007 / versiune finala pro-didactica.ro

7-1
- 1 # 0. Aplicand teorema lui Lagrange

(c) Fie x € R, x # 1. Atunci f(x) = =

functiei x — x” obtinem f(x) = 7c® > 0. Inegalitatea este strictd. Cazul ramas
se trateaza direct: f(1) = 7 > 0. Propozitia este demonstrata. Un argument
alternativ este observatia faptului ca x” —1 si x—1 au acelasi semn, indiferent
de valoarea lui x # 1.

(d) Faptul ca F’ = f rezulta direct din teorema Leibnitz—Newton.

(e) Studiem semnul derivatei lui F. Am vazut la punctele precedente ca F'(x) =
f(x) >0, Vx € R. Deci F este strict crescatoare pe R.

(f) Din definitia functiei F avem

xZ x3 x7
Fx)=x+ > + 3 +...+ 7 Vx e R

Ecuatia din enunt se mai scrie si F(x) = F(1). Deoarece F este strict crescatoare
pe R (punctul precedent) rezulta ca F este injectiva. Obtinem solutia unica
x=1]

(9) Fie x > 0. Deoarece pe intervalul [0, c0) functia f este suma de functii
crescatoare (puterile naturale ale lui x) rezulta ca f este crescatoare pe RR.
Atunci

ft) < f(x), YO<t<x.
Integrand aceasta inegalitate n raport cu varibila ¢ pe intervalul [0, x] rezulta

F(x):fof(t)dtsfof(x)dt:xf(x),
g.e.d.
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