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CAPITOLUL 1

Varianta 53

1. Subiectul I

Rezolvare.

(a) Din teorema lui Pitagora lungimea ipotenuzei este egald cu V62 + 82 = | 10].
(b) Folosind formula distantei (tot teorema lui Pitagora) obtinem

JACI = V(4 -3)> + (4 -3 = V2|.

(c) sin = + cos = = £+1
3 3 |2 2f
(d) Punctele A si C apartin dreptei daca si numai daca coordonatele lor ii verifica

ecuatia. Obtinem sistemul:

3+3a+b=0 3+3a+b=0 3-3+b=0 b=0
& & &
4+4a+b=0 1+a=0 a=-1 a=-1
L L A
(e) Aria triunghiului ABC este S = % unde
1 3 3 1 3 3 0 -1
A=11 3 2|=[0 0 —1:'1 1‘:1,
1 4 4 01 1

NI~

asadar|S =

(f) Amplificand cu conjugatul obtinem
240 (Q+i)(-i—2) —4+1-2i-2i 3 4,

b _ _ 3 4
at=r 12122 5 5 5
3 1
Decija=—=|Si|b=—=|
a 5 $| 5

2. Subiectul II.1.

Rezolvare.

vvvvv

este x; +x, = —%. in cazul problemei de fata, trebuie mai intai sa ne asiguram
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ca cele doua radacini sunt reale: intr-adevar, discriminantul ecuatiei din
enunt este A =42 —-4.1-(-10) = 56 > 0. Asadar

rm =]
2

c: C
(b) C—g = C—i = [1]. Am folosit faptul ¢& Ct = C"*, Vn e N, 0 < k < n.
5 5
(c) Folosind injectivitatea functiei logaritm, avem
logs(x+1) =log;(x**+x) = x+1=x"=x & ¥*=1 & xe({-1,1}.

in acest stadiu, cele doud numere de mai sus sunt doar “candidati” la solutia
ecuatiei. Deoarece ni se cer solutiile pozitive, este usor de vazut ca
este unica solutie a ecuatiei date. De altfel, x = —1 nu este solutie din cauza
ca este in afara domeniului de existenta a expresiei In(x + 1).

(d) Avem 10" =100 & 10°=10> & |x = 2|

(e) Deoarece 1! < 2! < 3! = 6 < 20 < 24 = 4! < 5!, inegalitatea din enunt este
satisfacuta de numai doua numere din cinci: 7 € {4,5}. Probabilitatea ceruta

: 2
este deci |p = =

3. Subiectul II.2.

Rezolvare.

1 2x
4 = L 2x = R.
@) /(9 2+1 7 x2+1’vxE

(b) Conform teoremei Leibnitz—Newton,
1
f F'(x)dx = (1) - £(0) =[In2].
0

(c) Prima solutie. Deoarece x> +1 > 1, Vx € R iar functia logaritm este strict
crescatoare, rezulta ca

fx)=In(x*+1)>Inl1= f(0), VYxeR.

A doua solutie. Folosind formula de la punctul (a), semnul derivatei functiei

Feste F) = {<0 ,x € (=00, 0)

. Prin urmare f este strict descrescatoare
>0 ,xe(0,00)

pe (—oo, 0] respectiv strict crescatoare pe [0, ). Asadar x = 0 este punct de
minim global, deci

fx)=In(x*+1)>Inl1= f(0), VYxeR.

(d) Continuand rationamentul de la punctul precedent se vede ca punctul de
minim global al functiei f este (0, f(0)), adica | (0,0) .
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(e) Avem
. , ) 2x? . 2 2
fim xf ) =lim 7 =lm = g -2
4. Subiectul III.
Rezolvare.

(@) Fiex=a+bV2,y=c+dV2e Z[V2] cua,b,c,d € Z. Atunci

x+y:a+c+(b+d)\/§eZ[\/§],

g.e.d.
(b) Daca t > 0 atunci functia x — tx este crescatoare pe R, deci g, ca restrictie

a acestei functii, este crescatoare pe Z| \/2]. Deoarece
gx+y)=tx+y)=tx+ty=gx)+g(y), VYx,yeR,
rezulta g € F.
(c) Fie f € F. Atunci f(0) = f(0 +0) = f(0) + f(0), de unde f(0) = 0.
(d) Fie f € F. Vom arata mai mult, anume faptul ca
f(nx) =nf(x), VneZ,xeZ[V2].

Fixam x € Z[V2]. Pentru orice n € IN*, folosind eventual in mod repetat
proprietatea lui f ca element al multimii F, obtinem

fnx) = f(x+x+...+x) = f(x)+ f(x)+...+ f(x) =nf(x).

n ori 71 Ori

Daca n € Z, n < 0, conform punctului (c) avem f(nz) + f(-nz) = f(0) = 0, Si
folosind rezultatul tocmai obtinut, rezulta

fnx) = =f(=nx) = = f((=n)x) = =(-n) f(x) = nf(x).
Cazul ramas n care n = 0 este trivial.
(e) Folosind propozitia demonstrata la punctul precedent, avem

fla+bV2) = f(a)+ f(bV2) =af(1) +bf(V2), VYabeZ.

(f) Daca f este crescatoare, atunci f(0) < f(1). Dar f(0) = 0 si f(1) = t, de unde
t>0.
(g) Folosind punctul (e) sau (d), rezulta

fmV2)=nf(V2)=0, VneZ.

Fie x € Z[ V2] arbitrar. Atunci exista 1, m € Z astfel incat n V2 < x < m V2.
Deoarece f este crescitoare, avem

0= f(nV2) < f(x) < f(mV2) =0,
g.e.d.
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5. Subiectul IV.
Rezolvare.

(@) fi(x) = fj(x) = > -2 =[2e"] Vx e R.

(b) Deoarece lim fy(x) = lim e* = 0, graficul functiei f, are cétre —co asimptota

orizontala de ecuatie |y = 0.

(c) Propozitia este evident adevarata pentru n € {0,1}. Presupunem propozitia
adevarata pentr un anumit n» € IN. Atunci, pentru orice x € IR avem

f”+1(x) — f;;(x) — 2n€2x .2 = 211+182x ,

deci propozitia este adevarata si pentru n + 1. Conform principiului inductiei
matematice, propozitia este adevarata pentru orice 7 € IN.
(d) Pentru n € N avem

O+ AO) ...+ f(0) = +2-e"+ .. 427 =142+ +2" =21 —1].

(e) Pentru orice x € R sin € IN avem
folx) + Fi(x) + ..+ fulx) = + 267 + ..+ 2" = (2" = 1)e™ .
Limita din enunt devine

) (2n+1 _ 1)62x ) 1
lm e =l (1 5 ) =[]

(f) Fie n € IN. Atunci

f Bt = f 2 dx = 2l
0 0

Limita din enunt devine

hmw_lhm(l_L)
X—00 np2x - 2 x—o0 e2x

 =2"1e 1), VYxeR.

1
AL
(g) Avem
fo)+fi(x) =3 © F428% =3 © 3¥ =3 © ¥ =16 2x=0 & [x=0].
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