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CAPITOLUL 1

Varianta 50

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
. 1-0
(@) Cum A4(1,1), panta dreptei OA; este 1-0°- .

(b) Toate punctele A,(n,1) au a doua coordonata 1, deci se afla pe dreapta iy = 1.
(c) Triunghiul OAyA; este dreptunghic isoscel cu lungimea catetelor 1. Atunci

. 1-1 |1 . o . o .
aria este — =I5} Putem, desigur, sa facem abstractie de aceasta observatie

si sa folosim formula S = %lAl, unde
0 01

A=0 1 1 :‘
1 11

de unde obtinem, evident, acelasi rezultat.

(d) d(O,A,) = Jn—02+(1-0)2=| V2 + 1| ¥n € N.

(e) Toate punctele A0, A, ..., Ay se gasesc pe dreapta de ecuatie v = 1. In
plus, punctul O Tmpreuna cu fiecare din punctele Ay, A4, ..., A determina
cate o dreapta (aceste ultime drepte sunt doua cate doua distincte si diferite
de prima). Deci in total aceste puncte determina 1 + 11 = drepte.

(f) Cum toate punctele Ay, A4, ..., Ay Se gaesc pe aceasi dreapta, nu putem
forma nici un triunghi cu 3 din aceste puncte. Triunghiurile pe care le putem
forma vor fi OA;A;, cui # j,i,j € {0,1,...,10}. Cum perechea A;A; poate fi

10-11

aleasd in C}, = — — = 55 moduri, exista |55 | triunghiuri de tipul cerut.

01

1 1':‘1'

2. Subiectul I1.1.
Rezolvare.

15
(a) '3 7‘=1-7—3-5=

(b) Multimea X este de forma {3,4,5,6}UA, unde A este o submultime a lui {1, 2}.
Cum o multime de 2 elemente, are 2° submultimi, ecuatia are |4 | solutii.

(c) Fie A = (} j) Deoarece A? = (} j) (} j) = (8 8) = O,, avem

A2007 = A2 A2007 — ), . A2007 — _

1
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(d) Orice radacina rationala a ecuatiei x* — 6x> + 11x — 6 = 0 este de forma E,

q
cu p divizor al termenului liber -6, iar g divizor al coeficientului dominant 1.

NN D

intregi, divizori ai lui —6. Incercam pe rand (si suntem norocosi')

1°-6-1°+11-1-6 = 0
22-6-22+11-2-6 = 0
3-6-3+11-3-6 = 0
Cum un polinom de gradul 3 nu poate avea decat cel mult 3 radacini rationale,
rezultd ci toate radécinile ecuatiei date sunt |x; = 1,x, = 2,x3 = 3|
(e) Inecuatia n>—2n > 0 © n(n—2) > 0 are solutia n € (—co, 0] U[2, ). Deci, ele-
mentele multimii date care satisfac inecuatia sunt 2,3,4,5 iar probabilitatea

este il
5|

3. Subiectul II.2.

Rezolvare.

2x B X
2V +1 | V241

(b)f1 ! d—fl L v = arct ==
0f2(x) X = 0x2+1 x—arch0—4

(c) Conform definitiei derivatei unei functii intr-un punct, limita este f’(0) = @
(d) Cum lim f(x) = oo, rezulta ca graficul functiei nu are asimptota orizontala
X—00

catre co. Cautam o asimptota oblica y = mx + n. Avem

X 1
limf—( ) = lim ‘/1+—2:1
x—oo X X—00 X
x2+1—x?

n = lim[f(x)—mx] =lm[Vx®>+1—-x]=lim ——— =0
x>0 X0 OO V2 +14x
Deci graficul functiei f are catre co asimptota oblica .

(a) Pentru orice x € R, avem f’(x) =

(e)
N x| \J1+ % —x 41+ 3%
lim = lim — = lim ——
X——00 X X——00 X X——00 X

) 1
i [ yf1 )L
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4. Subiectul III.

Rezolvare.

(a) Pentru simplitatea scrierii, vom nota f,(x) = ax + 1 —a. Observam ca toate
elementele multimii G sunt functii de forma f,, cu 2 € R*. Atunci pentru
a,b e R*, avem

(fao fo)(x) = falfo(x)) =afy(x)+1-b=albx+1-b)+1—-a=abx+1-ab
= fa(x).
Cumab e R*, rezultd ca f, o f, = fu € G.

(b) 1r = f1 € G.

(c) Evident, caci functia 1 este elementul neutru al compunerii functiilor. Daca
tot vreti sa scrieti altceva, puteti de exemplu nota ca f,olg = f,0 fi = fu1 = fa,
pentru orice a € IR*. Cealalta egalitate rezulta in mod similar.

(d) Functia f din enunt este f,, iar g este f;,, € G. Atunci conform punctului (a),
avem fog = f,0 fija = fa1/e = f1 = 1. Similar, go f = fi/50 fo = fijaa = fi = 1r.

100 - 101
(e) 11R(1)+1]R(2)+...+1R(100):1+2+...+1OO:%: 5050

(f) Avem de fapt i = f,. Atunci folosind punctul (a), obtinem

hOhOh=f20f20f2=f2-2-2=-

(g) Verificam axiomele unui grup comutativ

- am vazut la punctul (a) ca G este parte stabil a pentru compunerea
functiilor

- compunerea functiilor este in general asociativ &, deci in particular si
pe G

- (G, o) are un element neutru , anume 1g, conform (c)

- orice element al lui G are un invers , conform (d)

- pentru orice f,, f, € G, conform (a) avem f, o f, = fu = fou = fp © fa, deCi
compunerea functiilor este comutativ a pe G

In concluzie, (G, o) este grup comutativ.
Observatie. Cu notatia introdusa la Tnceputul rezolvarii, este evident ca
functia ¢ : R* — G definita prin ¢(a) = f, este bijectiva. in plus, tot din (a)
rezulta ca ¢ este morfism:

Plxy) = p(x) o P(y), Yx,yeR".
Prin urmare G este un grup izomorf cu (R, -).

5. Subiectul I'V.

Rezolvare. Va fi util s& observam ca f(x) = x2, Yx > 0.
(@) Pe intervalul (0, c0), avem

-2
ff(X)dx:fx_3dx: —%+C:_§+C
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. 3
(b) Pentru orice x > 0, avem f'(x) = —=3x* = 7

(c) Conform punctului (b), avem f’(x) = —% < 0, pentru orice x > 0, deci f este

strict descrescatoare pe (0, o).

(d) Cum functia f ia numai valori pozitive, pentru orice n € IN* avem a,.1 — a, =
f(n+1) >0, de unde rezulta ca sirul (a,),en- €Ste strict crescator.

(e) Fie k > 0. Atunci

11  (k+1 -k 2k+1  Qk+1)(k+1) 2k +3k+1
2k2 2(k+1)2  2k2(k+1)2  2kx(k+1)2 2k2(k+1)3 2Kk +1)3
2 1
2k2(k+1)3  (k+1)3°
1 1 1 1 1 1 1 1
(f)Avema4_ﬁ+§+§+g_1+g+§+6—4>1+§+3—2_1,15625>1,15.

Cum sirul este strict crescator, pentru n > 4 avem a, > as > 1,15.
(g) Fie n > 4. Scriem inegalitatea de la punctul (e) pentru fiecare din valorile
k=4,5,...,n—1:

11
3 T 24 2.5
11 1
6 25 26
N

1 1 1

—_— < —_— o —
n3 20 -1 2k2
Adunand aceste inegalitati si reducand termenii asemenea, obtinem

1 1 1 1 1 1
G R I SR TP RN VR
Atuncian:a4+l+l+...+i<a4+i:1208912(037)4<121.
55 63 nd 32 ’ ’

Pentru n < 4, cum sirul este strict crescator, avem a, < as < 1,21.
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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