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CAPITOLUL 1

Varianta 4

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(a) Vectorul z@) are coordonatele (—1 — 3,1 — 3) adica

(_4/ _2)

(b) Lungimea vectorului AC este V(B —2)2+ (3 - 5)* adica

V5

(c) Coordonatele mijlocului segmentului [BC] sunt

(xB+xc y3+yc)
2 72

adica

(d) Determinam cosinusul unghiului si apoi folosim teorema fundamentala a
trigonometriei, findnd seama de faptul ca toate unghiurile unui triunghi sunt
cuprinse intre 0 si 7t radiani (deci au sinusul pozitiv).

— —
— BA-BC 4,2)-(-3,-4) -12-8 20
cos(ABC) = ———= = — _
IBA|-|BC| V16+4-V9+16 V20-5 5
— — 20 |5
sin (ABC) cos?(ABC) G z
(e) Punctul A apartine parabolei: 3° = 3 - 3. Prin dedublare, ecuatia tangentei va
fi atunci
) —3. X+ Xap
y yA - 2
. 3 .
adica 3y = 3%, deci
y=3x+3
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. . , BC
(f) Conform punctului (c) coordonatele centrului sunt (%3) lar raza este |2—| =
V32 + 42 . Cun fi i
—5— =5 Ecuatia cercului va fi atunci
1)2 2 _ 25
(=3 +-37=7%
2. Subiectul I1.1
Rezolvare.

(a) Deoarece V10, V15 € (3,4), numerele intregi cerute vor fi
{-3,-2,-1,0,1,2,3}, In numar de

(b)
2271 =30 o2 =P e 2n-1=5c|n=23

(c) Folosind proprietatile logaritmilor ecuatia se rescrie in formele echivalente

log, @ = log, 9 © log, 1 = 52
og,a =1og,9 & log,a = log, 4
2log, 3
© log,a = > © log,a =log, 3
Obtinem
a=3

(d) Conditia ca numerele date sa fie in progresie aritmetica se scrie

22x-3)=(x+ 1)+ (x+5) @ 4x-6=2x+62x=12 & |[x =6

(e) De exemplu

f() = (x=2)(x +2)

sau

f(x)=0,Yx#0, f(0)=1




24-4-2007 / versiune finala pro-didactica.ro

3. Subiectul I1.2

Rezolvare.

(@) Pentru orice x € R, f’(x) = 2xe* + (1 + x%)e* = | (x + 1)%*

(b) f'(x) =0 = x = —1. Dar f’(x) > 0,Vx € R, deci f este strict crescatoare
pe IR (nefiind constanta pe niciun interval). rezulta ca multimea punctelor de
extrem este .

(c) Calculam f”(x) = 2(x + 1)e* + (x + 1)%* = (x + 1)(x + 3)¢*. Rezolvam ecuatia
f"(x) =0 = x =-1,x = =3. Cum f” schimba semnul in aceste puncte, va
rezulta ca punctele de inflexiune sunt | {-3, -1} |

(d) Folosind in final de doua ori regula lui 'Hopital pentru nedeterminari =, avem

lim f(x) = lim (x* + 1)e* = lim((—x)* + 1)e™ =

X—>—00

2+1 2 2 2
:limx - :limlzlimf:—:o
X—00 e X—00 e" X—00 e" 0
Deci asimptota orizontala la graficul functiei catre —co este |y = 0.
(e)
1 1 3 1 1
f e"‘f(x)dx:f(x2+1)dx: —+x| =z+1=|3
0 0 3 o 3
4. Subiectul III.
Rezolvare.

(a) (A—Iz)(B—Iz)'i‘Iz :AB—AIZ—IQB'FI%'FIQ =AB-A-B+2l, =A=%B.
(b) Ax2l,=A-2b-A-2, +2, =2A-A=A,VA EMz(]R)

2L+ A=2,-A-2b—-A+2[,=2A-A=AVA EMz(]R)

Deci 21, este element neutru pe M,(IR) pentru legea .
(c) Fie A,B,C € M>(R). Va trebui sa aratam ca A = (B=C) = (A= B) = C. Avem :

A*(B*C):(A—Iz)[B*C—IQ]-l-IQ:
A-DJNB-L)YC-L)+L-Ll+L=(A-L)B-L)(C-L)+1
(A*B)*C:[A*B—Iz](c—lz)-l-lzz

[(A-L)B-L)+L-LI(C-hL)+L=(A-L)B-L)(C-hL)+1]
Deci A+ (B C) = (A= B) = C si legea este astfel asociativa.

(d) Vom demonstra ca daca A, B € H atunci A =B € H. Fie A, B € H. Rezulta ca
A —I,, B — I, sunt inversabile, deci det(A — I;) # 0 si det(B — I,) # 0. Vrem sa
aratam ca A+B € H, adica A +B — I, este inversabila, adica det(A+B—1,) # 0.
Dar

det(A *B— 12) = det((A - 12)(B - 12) +1, — 12) =

3
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(€)

(f)

(9)

=det((A — L)(B-1,)) =det(A—L)det(B—1;) # 0
deoarece ambii determinanti sunt nenuli.
Vom verifica daca (H, =) indeplineste conditiile pentru a fi grup.
1. H este parte stabila a lui M,(IR) Tn raport cu legea = conform punctului (d).
2. Legea =+ este asociativa conform punctului (c).
3. Legea * admite elementul neutru 2, pe M,(IR) conform punctului (b).
Trebuie sa demonstram ca 2I, € H. Acest lucru este echivalent cu faptul ca
21, — I, este inversabild, adica I, este inversabild, evident.
4. Vom demonstra ca pentru orice A € H exista A’ € H astfel incat A« A’ =
A+ A =2l

AxA = 2L & (A - IQ)(A, — 12) +L =2, (A — IQ)(A, — 12) =1

Dar A — I, este inversabila, deci exista (A — I,)"!. Vom avea atunci A’ — I, =
(A-1)"',deunde A’ = (A—1,)"' +I,. Un calcul simplu arata cu A’ = A = 2I,.
Deoarece det(A’ — 1) = det((A —I,)™') # 0, varezultaca A’ € H.
Pentru orice X, Y € H, avem

f(X*Y):X*Y—IZ:(X—Iz)(y—lz)'Flz—Iz:

=X-L)Y-L)=fX)fY

Fie G = {A € Mx(R)/det(A) #0} sig: H = G, g(X) = X - L.

Demonstram mai intdi ca g este bine definita : fie X € H; rezulta X — I,
inversabila, deci g(X) € G.

Demonstram acum ca g este bijectiva. Vom arata ca pentru orice Y € G
exista si este unica matricea X € H astfel incat g¢(X) = Y. Fie Y € G. Din
relatia g(X) = Y obtinem X -, = Y, deci X = I, + Y. Deoarece X — [, = Y i
Y este inversabila , rezulta X — I, inversabila, deci X € H.

Conditia g(X * Y) = g(X)g(Y) a fost verificata la punctul anterior, ¢ avand
aceeasi expresie ca f.

5. Subiectul IV

Rezolvare. Pentru a nu fi nevoiti sa calculam derivate laterale, presupunem ca
propunatorul a definit functiile pe domeniul lor maxim de definictie, adica IR.

(@) x€[0,1] = arctgx € [0, %] = x-arctgx € [0, ] C [0, 1]

x€[0,1] = In(1 +x?) €[0,In2] c [0,1]

(b) Pentru orice x € IR, avem

"(x) = arctg x +
f'(x) = arctg x T2

2x
1+ x2

g'(x) =



24-4-2007 / versiune finala pro-didactica.ro

(c) Pentru orice x € IR avem

. 1 14+x2-2x2 1+x2+1-2x2 2
f(x) = ;T N2 N2 2\2
1+x (1+x?) (1+x2) (1+x2)
, 21+ x%) —4x>  2(1-x?)
g"(x) = N2 22
(1+x2) (1+x?)

Atunci
2

2x
(f—9)x)=f"(x)—g¢"(x) = m >0,¥x€[0,1]
Deci f — g este convexa pe [0, 1].

(d) Fie h : [0,1] = R, h(x) = f(x) — g(x). Avem h”(x) > 0,Yx € [0,1] = I
crescatoare pe [0,1] = K'(x) > I(0) = 0,Yx € [0,1] = h crescatoare pe
[0,1] = h(x) > h(0) = 0,Vx € [0,1] = f(x) > g(x), Vx € [0,1]. Am folosit faptul
ca h(0) = f(0) — g(0) = 0 si 1'(0) = f'(0) - g'(0) = 0.

(e) Deoarece f(x) > g(x),Vx € [0,1] si f(x) >0, g(x) > 0,Vx € [0,1] va rezulta

Vf(x) 2 yg(x), Vx €[0,1]

1 2\’
f (x_) arctg x dx
O 2

1 1.2 1

(f)

j:f(x)dx

(9)

1
f X' In(x* + 1) dx
0

1 1 2
5 1 2x B X
x-ln(x +1)'O—LX'mdx—ln2—2Lm

nw—4
2

[} 1 g(x)dx

ln2—2(1—%)zln2+
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