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CAPITOLUL 1

Varianta 49

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(@) Punem conditia ca coordonatele celor doua puncte sa satisfaca ecuatia,

. _ A . f5+a-1+b = 0
obtinem sistemul |na§|b.{1+a_5+b -0

Scazand din a doua ecuatie pe prima obtinem 4a — 4 = 0, de unde a = .
Substituind in prima ecuatie deducem b =[—6|.

(b) Cu formula distantei, d(A,C) = /(5 - 1)2+ (1 -5)2 = 42|

©) |1+i=VI2+12=|V2
(d) sinn+tg§:0+1:m

156 1 5 6
o - A -5 -
(e) Aria triunghiului este U unde A = |1 2 2| =10 -3 -4 = (13 _ﬂ =
2 165 01 -1

3 +4 =7. Deci aria este .

(f) Folosind formula sumei unei progresii geometrice de prim termen 1 si ratie i,
M?-1_ @#°f-1_ (-1)°-1 _@
i-1 i-1  i-1 =

avem 1 +i+2+...+il =

2. Subiectul II.1.

Rezolvare.
(a) Grupand convenabil, suma elementelor lui Z,, este 0 + (1 + 1’5) + Q2+ ﬁ) +
B+11)+(@+10)+(5+9) + (6+8)+7. Suma elementelor din fiecare paranteza
este 0, deci suma cutata este .

(b) Submultimile cautate sunt de forma X = {1,2}UA, unde A este orice submultime
a multimii {5,6}. Cum {5,6} are 2 elemente, va avea 2- submultimi, deci

raspunsul este [4]
(c) Fiecareia din elementele 1 si 2 i se pot asocia in mod independent 2 imagini

posibile, deci avem 2 - 2 = |4 | functii posibile de tipul cautat.

(d) Radacinile rationale ale polinomului dat sunt de forma E, unde p este un

divizor al termenului liber 6, iar g este un divizor al coeficinetului dominant 1.

1
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Deci g este in mod necesar +1, si astfel vedem ca orice radacina rationala a
polinomului trebuie de fapt sa fie un numar intreg, divizor al lui 6. Divizorii lui
6 sunt{l,-1,2,-2,3,-3,6,—6}. Incercam pe rand aceste valori.
P+6-1°+11-1+6 = 24#0
(-1’ +6-(-1)?+11-(-D)+6 = 0

Suntem norocosi ca a doua valoare incercata sa fie radacina x; = —1. Am fi
putut fi mai norocosi daca observam ca, avand coeficienti pozitivi, polinomul
nu poate avea radacini pozitive.

Cum polinomul are radacina x; = , conform teoremei lui Bézout, se
divide prin x — (=1) = x + 1. Aranjand convenabil, vedem ca polinomul se
poate scrie x° + x? + 5x% + 5x + 6x + 6 = (x + 1)(x*> + 5x + 6). Nu mai ramane
decét sa rezolvam ecuatia patratica x> + 5x + 6 = 0 pentru a afla si celelalte
doua radacini ale polinomului dat. Acestea vor fi x, = , X3 = .

(e) Evident pentrun > 1 avem n?>+5n—6 > 12+5-1-6 = 0, deci toate elegnentele

multimii satisfac inegalitatea. Probabilitatea cautata este atunci p = = 1]

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.

(8) f'(x) =[5x* - 15¢*], Vx € R

! ¥ 5\|' 1 5 13
o [ (-] 152

(c) Derivata f(x) = 5x*(x> — 3) are radacinile x; = — V3, x, = 0 si x3 = V3. Cum
5x* > 0 semnul derivatei este dat de x* — 3, deci f'(x) > 0 pe intervalele
(—c0,— V3] si [V3,00) si f'(x) < 0 pe intervalul [- /3, V3]. Functia f are
atunci un maxim local in — /3 si un minim local in x = V3. In concluzie f are
puncte de extrem local.

(d) Calculam a doua derivata f”(x) = 20x° — 30x = 10x(2x*> — 3). Aceasta are

‘s 3 | 3. |
radacinile x; = — 512 = 0sixs= \/; In fiecare din aceste puncte f” are

schimbare de semn, deci toate | 3 | sunt puncte de inflexiune.
(e) Dand factor comun fortat /i, atat la numitor cat si la numarator,

svi+4_ 3t 340 [3

im =lim = =2
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4. Subiectul III.

Rezolvare.

(@)
(b)

(©)

(d)

(€)

Daca elementele lui A sunt din multimea {—1, 1}, atunci si elementele lui —A
sunt tot din aceasi multime, deci —A € M.

Pentru fiecare din cele 9 elemente ale unei matrice din M avem 2 posi-
bilitati de alegere a valorii sale (anume 1 sau —1), deci multimea M poseda

elemente.

Fie A € M. Inmultind oricare linie cu —1, determinantul lui A isi schimba doar

semnul. Astfel putem presupune fara a restrange generalitatea ca avem
1 +1 =1

de studiat un determinant de forma |1 +1 +1|. Valoarea absoluta a unui
1 +1 =1

asemenea determinant poate fi vazut ca dublul ariei unui triunghi ce are

ca varfuri 3 dintre punctele de coordonate (1,1),(1,-1),(-1,1),(-1,-1). Sa

observam ca aceste puncte formeaza un patrat. Daca cel putin doua dintre

punctele alese au aceleasi coordonate, atunci determinantul este 0. Daca

toate cele trei puncte sunt distincte avem un triunghi ce este o jumatate de

< : .22 . ,
patrat cu latura 2, deci are aria —— = 2. Determinantul este atunci 2 - (+2) =

+4. In toate cazurile, determinantul se divide la 4, ged.

Prima rezolvare. Sa observam ca am demonstrat deja mai sus ca determi-
nantul poate lua doar valorile —4, 0, 4.

A doua rezolvare. Fie A € M. Stim de la (c) ca det A se divide la 4. Dar
dezvoltand determinantul cu formula lui Sarrus obtinem o suma de 6 termeni
toti fiind —1 sau 1. Astfel determinantul este cuprins intre —6 Si 6, iar singurele
numere divizibile cu 4 in acest interval sunt —4,0, 4.

Prima rezolvare Procedam prin redcucere la absurd. Fie B € M inversabila

. . 1
astfel ca B~! € M. Atunci detB poate fi doar +4. Avem B! = detBB*' Dar

, deci pot lua doar valorile -2, 0, 2.

I le lui B* de f o
elementele lui B” suntde forma + | |,

Ca sa fie divizibile cu +4 (determinantul din fafa matricei B*), trebuie ca toate
elementele lui B* sa fie 0. Dar atunci B! = O,, contradictie.

A doua rezolvare Demonstram o lema pe care o vom folosi si la (Q).

Lema. Daca A, B € M,(Z) sunt matrice cu toate elementele numere impare,
atunci matricea AB € M,(Z) are toate elementele numere ntregi impare.
Demonstratie: Fie C = AB. Atunci ¢;; = anbi; + apby; + asbs;. Fiecare din
termenii sumei este un produs de numere impare. Deci avem o suma de 3
numere impare, care este evident tot numar impar.

Revenim la demonstratia acestui punct. Procedam prin reducere la absurd si
presupunem ca exista A € M astfel ca A~! € M. Conform lemei precedente,
cum A si A~ au numai elemente +1, A-A~! va avea toate elementele numere
impare. Contradictie, deoarece A - A~! = I, are 6 elemente egale cu 0, care
nu este impar.
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(f) Ne poate fi de folos reprezentarea geometrica de la rezolvarea subpunctului
(c). Este suficient sa luam 3 puncte din plan distincte, dintre (1,1), (1,-1),
(=1,1), (-=1,-1). Determinantul corespunzator va fi +4. Daca este egal cu
—4, permutand doua linii, obtinem un nou determinant, de data aceasta egal
cu 4. Alegem deci aleator punctele de coordonate (-1,1), (1,1) si (1,-1).

1 -1 1
Determinantul corespunzator este [I 1 1| = —4. Schimbandu-i primele
1 1 -1
1 1 1 1 -1 1
doua linii obtinem derteminantul |1 -1 1| =4, Astfel, C=|1 1 1
1 1 -1 1 1 -1

este exemplul cautat.
(g) Folosind repetat (de 2006 ori mai exact) lema din rezolvarea subpunctului (e),
deducem ca toate elementele matricei A*”” sunt impare, deci nu pot fi nule.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.

(a) fl(x):foxfo(t)dt:foxwt:t[;:x,\fxem.

x x 9 1x
(b) fulx) = fo At = fo = &

(c) Avemfl(x)+f2(x):0<:>x+x;:0<:>x(2+x):0<:>xe {-2,0}

2
= x—,Vxe]R
0 2

(d) Folosind (e) (da!! iarasi s-au inversat subpunctele!!) avem f,(1) = %

A R 1 . . o . o
Trecand la limitain 0 < f,(1) < p si folosind criteriul clestelui, rezulta

lim f,(1) =[0].
(e) Fie P(n) : fu(x) = %,Vx € IR. Demonstram prin inductie ca P(n) este sat-

isfacutd pentru orice 1 € IN".
Verificarea: Pentru n = 1 am vazut la (a) ca f1(x) = x, Yx € R.
Pasul de inductie: Presupunem ca P(n) este adevarata. Atunci
= Vx e R.

X X #1 tn+1
fn+1(x) = L fn(t)dt: ‘fov Edt:((n+1)!) 0 (1”l+1)!’

Conform principiului inductiei, P(1n) este adevarata pentru orice n € IN".
() Nu avem nevoie de nici un calcul! Conform teoremei Leibnitz-Newton, acest
punct este o consecinta directa a definitiei

Fran () = fo f(bdt

X xn+1
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2 3
(g) Folosind (e) ecuatia din enunt se scrie x(l + g + % + ;—4 = 0. Evident

ecuatia are solutia x; = 0. Ramane sa studiem numarul de radacini reale ale
2 3

functiei polinomiale g(x) = 1+ g + % + 5—4 Fiind o functie polinomiala de grad
. o C s x ) 1 x x* 3x¥*+8x+12

impar, stim ca g are o radacina. Avem g’(x) = 5 + 3 + il e > 0,
pentru orice x € R caci discriminantul functiei patratice 3x*> + 8x + 12 este

A =8 -4-3-12 = -80 < 0. Deci g este strict crescatoare pe R si astfel
ecuatia g(x) = 0 are o radacina unica. In concluzie ecuatia din enunt are
radacini reale.
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