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CAPITOLUL 1

Varianta 48

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

(@)

AB| = \(6-27 +@-12 =[5 |ACI= V(527 +(-3- 17 =[]

- - A R
(b) AB-AC=(4i +3)-3i —47)=4-3+3-(-4)=[0].
—_— —
(c) Deoarece am vazut mai sus ca AB - AC = 0, cei doi vectori sunt ortogonali,
adica m(A) = 90°. N
(d) Vectorul de pozitie al punctului C’, simetricul lui C fata de B, este OC’ =
— = - <
20B-0C=71i +11 ;. Punctul C’' cautat are coordonatele (7,11).
(e) Folosim identitatea cos2a = 1 — 2sin” a, valabila pentru orice o € R. E clar

ca sin15° > 0, deci
1 — cos 30° -
sin15° = \/ C;S — 22 V3
Expresia se poate simplifica inca putin, dar n-avem de unde sa stim in
conditii de examen. De altfel, am calculat ce ni s-a cerut? Am calculat!

(f)

'3—41' _ B—4i] 37+ (47 _]
“4+3i| |-4+3i [(Cayp + 32

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.
(a) 1g1000 = 3 € IN.
(b) Ratia progresiei este r =17 —12 =5. Atuncia; =12 -2r=12-10 = .
(c) Dupa cum ni se prezinta enuntul, trebuie doar sa verificam identitatea. Cel
mai simplu e sa pornim cu expresia din dreapta. Avem

(C=x+ D +x+D) =P+ - =xt+2°+1-*=x*+x*+1, VxeR

(d) 2+x)*=...+Cl2'x® +.... Coeficientul cautat este C -2 = 8],
(e) Folosind identitatea de la (c) constatam ca g divide polinomul f. Restul
impartirii lui f la g este 0.
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3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.
1

1 1
(@ f(0)+— :1—;+;:, VYx € (0, ).
(b) Limita din enunt este exact derivata functiei f in x = 1, adica | f’(1) = 0|.

(c) Cu teorema Leibnitz—Newton obtinem

? 1 |3
[ rwa=-ro-ro-1-1-3

(d) Un punct A(2, «) apartine graficului functiei f faca si numai daca o = f(2) =

>
5|
(e) Fie x > 0. Atunci
1 1 1 1
)=z =sex-so
g.e.d.
4. Subiectul III.
Rezolvare.
(@) I, este elementul neutru din IM,(Z5), deci I§ = I,.
N 1 1\(1 1 13 10\ -
2 _ — —
(b) Verificam ca A € G. Avem A® = (0 2) (O Q) = (0 4) = (0 i)' In mod
N 5 1 0\/1 0y (10y (160
- P2 _ — —
analog verificam si faptul ca B € G: B = (i 2) (i N (3 4) = (O i)' De
altfel, ultima verificare rezultd automat observand ca B = A”.
(c) Avem
1 1\(1 0\ (2 2 10y 1\ (11
AB—(@ 2)(1 z)—(z i)’ BA‘(i 2)(0 Q)‘(i 2) /

deci intr-adevar AB # BA.
(d) Evident X = A~!. Folosind punctul (b) rezulta X = A~ = .
Ce se intdmpla daca nu observam acest fapt? Nimic, doar ca avem putin mai

mult de lucru. Calculdm detA = 2, 27! = 2, matricea transpusi A’ = (% g)

matricea adjuncta A* = (é _11) si in sfarsit,
RN (N
A —2(0 i)=l0 2
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- y 2 2\(2 2\ (2 0) 4
2 _ — —
(e) Solutia direct a. Avem (AB)* = (2 i) (2 i) = (O 2) =20 # L.
O solutie f ara calcule. Ambele matrici sunt inversabile, avand determinantii
egali cu 2 # 0. Urmatoarele propozitii sunt echivalente:

ABeG © (AB?* =1, & ABAB=1, © A*BAB*=B-I,-A © BA=AB

Or, am vazut la punctul (c) ca ultima propozitie este falsa.

(f) Fie C = AB. Am vazut cd C? = 2[,. Atunci C° = 2C # I, deoarece C # 2I,.
in cele din urma C* = (21,)? = I,. Numarul cautat (ordinul elementului AB in
grup) este asadar egal cu 4.

(g) Combinand punctele precedente obtinem multimea

{lL,A,B,ABA,BAB, ABAB} C G

care are sase elemente. Intr-adevar, stim ca I> = A> = B2 = [,. De aseme-
nea (ABAB)? = (AB)* = L, deci si (BABA)> = L. In sfarsit, (ABA)? =
ABAABA = ABBA = AA = I, si in mod similar (BAB)> = I,. Elementele
sunt distincte dou& cate doud! intr-adevar, presupunand prin absurd cé pen-
tru doua dintre elementele enumerate avem x = v, rezultd xy = y*> = I,. Dupa
ce efectuam toate simplificarile (fie A> = I, fie B> = I,) obtinem o egalitate
de forma A = I, sau B = I, sau (AB)" = I3 cu n < 3, absurd! De exemplu:
din ABA = BAB obtinem ABABAB = I,, sau (AB)® = I,. Din ABA = BABA
obtinem B = .

intrebare. Oare cei de la ABBA de aici si-au gasit numele?

5. Subiectul IV.
Rezolvare.
(a) Asimptota verticala a functiei f este dreapta x = —1. intr-adevar,

lim f(x) = —c0, lim f(x) = o

x—1- x—1+

(b) Asimptota spre co este dreapta y = 0, deoarece lim f(x) = 0.

X—00

(c) Avem
3
(x)—1+x—x2=—x <0, VYx=>0.
1+x
(d) Ca mai sus,
4
X)—1+x—-x2+x>= - >0, VYx>0.
1+x

(e) Cele doua inegalitati rezulta direct din propozitile demonstrate la (c) si (d).
(f) Inlocuind pe x cu x” la punctul precedent obtinem exact ceea ce trebuia
demonstrat.
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(g) Aria cu pricina este integrala functiei (pozitive) pe intervalul [0, 1]. Integrand
inegalitatile de la (f) obtinem

1 1 1
1
f(l—x9+x18—x27)dx§f 9dx§f(1—x9+x18,
0 o 1+x 0

1 1 1 L | 1 1
- —+——-=—< dx<l-—+—
10 19 28 f01+x9 =170 19
Restul calculelor sunt pentru clasa a patra, insa sunt oribile fara calculator.

adica




	Capitolul 1. Varianta 48
	1. Subiectul I.
	2. Subiectul II.1.
	3. Subiectul II.2.
	4. Subiectul III.
	5. Subiectul IV.


