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CAPITOLUL 1

Varianta 42

1. Subiectul I

Rezolvare.

(@) Fiind paralela cu d, panta dreptei cautate este egala cu m = 3. Ecuatia
dreptei este

y=-3=3(x+1) © |y=3x+6

(b) Ecuatia carteziana a dreptei d se scrie 3x — y + 2 = 0. Cu formula uzuala
distanta de la punctul A(-1,3) la dreapta d este

I3-(-1)=-3+2]

d(A,d) =

? (-1 L

(c) Simetricul punctului A(-1, 3) fata de axa Oy este punctul | A’(1,3) |.
(d) Ecuatia cercului se rescrie (x + 1)* + y* = 1, deci centrul sdu este situat in

punctul [ (—1,0) |
(e) Inlocuind z = a + i, egalitatea |z| = |z + 1| devine Va2 +1 = +/(a— 1)+ 1, sau
1

a?> = (a— 1), adica |a = 5

() re (1 +2i)> = re (1 — 4 + 4i) =[-3].

2. Subiectul II.1.

Rezolvare.
(@) log, 4 +log, 1 =2+ (-2) =[0]
(b) Multimea {1,2,3,4} are Cﬁ = 6 submultimi cu doua elemente. Dintre acestea
doar doua au suma elementelor un numar par: {1,3} si {2,4}. Probabilitatea
o 2 |1
ceruta este asadar p = =13l
(c) Folosind relatiile lui Viete obtinem

- 3
51=X1+X2+X3=—T=2, 82:x1x2+x1x3+x2x3:1:3,

2 42 2 2 _ o2 —
Rezulta x; + x5 + x5 = 57 — 25, =[-2].

d2¥=16 & 22 =2 & 2"=4 & [x=2]

1
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12
) |5 4‘:1-4—3-2:.

3. Subiectul II.2.

Rezolvare.
@ | f'(x) =2¢*|, Vx € R,

(b) Studiem semnul derivatei a doua a funtiei f. Deoarece f”(x) = 2 - 2¢* > 0,
Vx € R rezulta ca f este convexa pe R.
(c) Avem succesiv

207 +xe¥ =0 & 2+x)e¥ =0 © 2+x=0 &

(d) Avem f(x)f’(x) = 2¢*, Yx € R. Atunci

1

2
f 268 = 2ot
0 4

Ca fapt divers, daca u este o functie derivabila atunci 2u - 1’ este tocmai
derivata functiei 2, prin urmare astfel de integrale sunt intotdeauna usor de
calculat.

(e) Folosind una din proprietatile de baza ale functiei exponentiale stim ca lim ¢ =

X——00

2

1
= 5(82—1) R

0

4. Subiectul III.

Rezolvare.

1 2

(@) Pentru A = (3 4) avemtrA=1+4= .

(b) tr(-) este o functie.

(c) De exemplu, luand P = ((1) 8) siQ= (8 (1)) avem trP = trQ = 1, cu toate ca

P#Q.
(d) Avem

uv:(ﬁ Z)((l) 8):(7: 8) = tr(UV)=p
uw:(ﬁ Z)(g (1)):(8 7:) = tr(UW)=r

(e) Fie D = (i ;) Si E = (i :) unde prin x am notat elementele ce nu vor

avea nici o influenta in demonstratie. Atuncia-trD+a-trE = a(x+y)+b(z+t) =

2
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ax +ay + bz + bt. Pe de alta parte avem si

ax + bz *

aD+bE:( N ay + bt

) = tr(aD + bE) = ax + bz + ay + bt
(f) Fie E = (‘é Z) SiF= (‘é Z) Atunci
aa’ + bc’ *
= ( x o+ dd’)

aa+bc *
* cb+dd

Observatie. utilizand punctul (e) aceasta propozitie poate fi abordata prin
verificare directa pentru fiecare dintre cele patru matrici “unitate” (care au
toate elementele egale cu zero cu exceptia unuia singur egal cu unu).

(g) Notand U = L — N si folosind (e), ipoteza este echivalenta cu tr (UX) = 0,

= tr(EF) =aa’ + bc’ + cb’ + dd’ = tr (FE)
FE = ( )

VX € M,(C). Fie U = (’: Z) Ludm X = U* = (g g) Din ipoteza tr (LI - U*) =

0. Pe de alta parte observam ca tr (U - U*) = [p|* + |g* + |r]> + |s|>. Acest lucru e
posibil daca sinumaidacap =g =r=s=0,sau U = O,, adica L = N, g.e.d.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.
(a) Avem

f(x)

11
1n(x+1)—lnx+(x+§)(x+1 _E)

1,1 1
- ln(x+1)—1nx—§(m+;), Vx € (0, ).

(b) Tntr-adevar,

v = L1 11 1
f1e = x+1 x 2\(x+1)2 x2

— 1 2 2

_ 2x2(x+1)2[ 2x(x +1) + 2 + (x + 1]

1

= m, Vx € (0, 00)

(c) Functia f este strict crescatoare pe (0, o) daca derivata ei este strict pozitiva
pe (0,0). Intr-adevar (') (x) = f”(x) > 0, Yx € (0, o) din formula de la (b).

(d) Avem

;ggf'(x):g?o[ln(1+§)—%(xil+§)]:1n(1+0)—0=@.
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(e) Folosind teorema Leibnitz—Newton obtinem

flgf’(x)dx = fle)— f(1) = (e+ %)[ln(e+ 1)-1]- gmz.

(f) O functie convexa pe (0, ) ce are ca asimptota orizontala spre co chiar axa
Ox este automat pozitiv a si descresc atoare.
Prezentam totusi si un argument mai constructiv. Deoarece stim de la punc-
tul (c) ca f’ este crescatoare rezulta

f'(x) < Ll,i_r)?of/(u) =0, VYxe(0,0)

Prin urmare f este descrescatoare pe (0, )
(g) Observam faptul ca

1 x+%
) 1n%“2:(1+1) Vxe (0
e (e ) » , x € (0, 00).

Deoarece am aratat la punctul precedent ca f este strict descrescatoare pe
(0, 00) rezultd ca e/ > /"D Vi € IN*, inegalitate echivalenta cu ceea ce
trebuia demonstrat.
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