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CAPITOLUL 1

Varianta 41

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

(a) Conform formulei fundamentale a trigonometriei, pentru orice x € IR, avem
sin” x + cos? x = 1. In particular,

L, T , T
- =M1
SN 2007 €% 2007

(b) Deoarece cos90° = 0 este unul din factori, produsul este @
(c) Coordonatele punctului A trebui sa satisfaca ecuatia dreptei, deci

3(-m)—4m+14=0 & —7Tm=-14 & m=[2].

(d) Folosind formula uzuala gasim ca distanta ceruta este
3-2-4-3+14] (8

e B
(€ [1—iV3| = \J12+ (- V3)2 = VI+3 =[2]

(f) Lungimea laturii triunghiului echilateral este distanta de la A la B, adica
|AB| = (4 -82+(3—-6)2= V16+9=5.
Atunci aria triunghiului echilateral este

5243 [254/3

4 | 4

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.

1
(@) log,x=-1 & x=27" ze(O,oo)

(b) Fie r ratia progresiei geometrice. Atunci r> = ;ﬁ =4 = r= Vi=2siprin
1
urmare a; =a; -1°=1-2° :.
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(c) Restul impatirii polinomului f la X +1 = X —(-1) este f(-1) = (-=1)> + (-1)* +
(-1)+1=|0].

(d) De exemplu pentru f : R = R, f(x) = avem f(3) =9 = f(-3).

(e) Multimea tuturor numerelor naturale dintre 1 si 100 contine patratele perfecte
12 = 1,22 = 4,32 =9,...,10° = 100. Probabilitatea acestui eveniment este

deci E = i
100 |10

3. Subiectul I1.2.
Rezolvare.
(@) Fiex e R\ {—1}. Avem

I (x-Dx+DH+1 _ ¥*-1+1_  x?

x_1+x+1_ x+1 T ox+1 x+1

= f().

(b) tim £9 ~ fim xlz

x—oo X x—o0 X +

2 2 _ 1 _
© i) - x) = i | < -] = i 22X Dy ]

S | x4+ 1 x—00 X+ x—>00X+1_
(d) Asimptota oblica catre oo la graficul functiei f este de forma y = mx +n, unde
f(x)

conform punctelor (b) si (c) m = lim - 1sin=lim[f(x) —m] = —1. Deci

ecuatiaeieste|y =x—1|
(e) Folosind punctul (a), avem

j: (f(x)— xl?) dx = Ll(x—l)dx: (%2 —x)

NI -

4. Subiectul III.

Rezolvare. Comentariu. Prin Ax propunatorul subiectului noteaza inmultirea
dintre matricea A si numarul real (“scalarul”) x, inmultire pe care ati notat-o de obicei
XA.

(a) detA = [ad — bc]
(b) f(0) =det(A-0+B) =det(B) =eh - fg

_[a b e f\_[ax+e bx+f
(C)Ax+B_(c d)'x-'_(g h)_(cx+g dx+h)

a bl le f|_
(d) c d+g L =|ad —bc+eh— fg
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(e) Folosind punctul (c) si apoi (d), avem

ax+e bx+f

cx+g dx+h

(ax +e)(dx+h) — (bx + f)(cx + 9)

= (ad —bo)x* + (ah + de —bg — cf)x + eh — fg
= det(A) - x* + mx + det(B)

(f) Conform punctului (e), avem det(A + B) = f(1) = det(A) + m + det(B) si
det(A — B) = det[(-1)(-A + B)] = (-1)*det(—A + B) = f(-1) = det(A) —m +
det(B). Adunand aceste doua relatii, deducem det(A + B) + det(A — B) =
2(det A + det B), de unde det A + detB = .

(9) Consideram functia de gradul cel mult doi g(x) = f(x) — 2. Folosind calculele
de la rezolvarea punctului precedent si conform ipotezei, avem g(1) = f(1) —
2 = det(A + B) -2 = 0. De asemenea, g(-1) = det(A-B) -2 = 0 si
<(0) = det B —2 = 0. Dar o functie polinomiala de gradul cel mult doi are mai
mult de 2 radacini daca si numai daca este identic nula. In concluzie,

f(x) det(Ax + B) =

gk)=f(k)—2=0, VkeR,
g.e.d.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.

(8) £(0)=1"-1=[0]

(b) Pentru orice x > —1, avem f’(x) = |[r(1 +x)"' — 7|

(c) Cumr > 1, pentru x > =l avem f'(x) =0 o r[1+x)"'-1]1=0 &
A+x)'=1e 1+x=1 & x=[0]

(d) Cum r > 1, functia f'(x) = r[(1 + x)""! — 1] este strict crescatoare pe [-1, ).
Deoarece f'(0) = 0, rezulta ca pentru x € [-1,0), avem f’(x) < 0, deci f este
strict descrescatoare pe [—-1,0], iar pentru x € (0, c0) avem f’(x) > 0, deci f
este strict crescatoare pe [0, o).

(e) Conform punctului precedent, functia f are un punct de minim global in x = 0,
deci f(x) > f(0) =0, Yx > —1, ceea ce revine exact la inegalitatea din enun.

(f) Pentru orice n € IN* avem

n+2 n+1
i _ liw1) @2 mearew
e, n+1Y\' m+1)-m+1)"-(n+1)"
=)
B n+2( n® + 2n )n_n+2|1 1 ]
n+1\n2+2n+1 n+1 (n+ 1)?
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(9) In inegalitatea de la punctul (e), ludm x = —m > -1lsir=n2>1

(inegalitatea devine identitate pentru » = 1). Avem atunci

n 1 _n+1

1- >1-— >1- =1- = .
(n+1)? (n+1)2 n% +2n n+2 n+2

Cu aceasta inegalitate, si folosind punctul (f), obtinem eZ” > 1,Vn € IN*, deci

sirul (e,),.en- €Ste strict crescator.
Observatie. Rezultatul clasic continut in ultimul subpunct se demonstreaza

in mod industrial folosind functia u : (0, c0) — IR definita prin u(x) = xln(l + ,1?)
Sa-i studiem variatia. Pentru orice x > 0 avem

) 1 1 -1 1 1
M(x) = ln(1+;)+X' 1+% ‘len(l‘i';)—x_i_l
u’(x) = L + L1 <
1+1 x2  (x+1)? x(x +1)2
Din cele de mai sus u estéc concava pe (0, o), deci 1’ este strict descrescatoare,
prin urmare pentru orice x > 0 avem

0.

W (x)>limu'(x)=In1-0=0.

Asadar functia u este strict crescatoare pe (0, o).
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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