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CAPITOLUL 1

Varianta 40

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(a) Folosind imparitatea functiei sinus, obtinem

sinl +sin—1=sinl —sinl = @
(b) Vom folosi pentru aria triunghiului ABC formula
Sasc = % . AB- AC - sin BAC

Avem atunci

1
SABC:§-10-8-§: 203

(c) Distanta dintre cele doua puncte este

dA,B)=J2-12+0-12=V1i+1=|2

(d) Conditia de paralelism se scrie é = _IZ de unde obtinem

a=-2

(e) Punctul A apartine cercului dat in cazul in care coordonatele sale verifica
ecuatia cercului. Inlocuimdecixcu2siycul. Avem2?+1> =5 4+1 =5,
relatie adevarata. Deci A se afla pe cercul dat.

2. Subiectul I1.1

Rezolvare.
(a) Tnlocuim in expresiile lui f si gxcu—1. Obtinem

FD)+g(-1)=-1+1-4+4+1-2+2=]1]

(b) Tmpartind polinomul f la g obtinem f = (x — 1)g + 4x + 6. Catul este deci

x-1]
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(c) Pentru un polinom de gradul 3, f = ax® + bx* + cx +d, a # 0, prima relatie a lui

Viete este x; + x, + x3 = ——. Deci Tn cazul nostru
a

X1+X2+X3:—%:

(d) Pentru a calcula S = g(x1) + g(x2) + g(x3), vom utiliza formula
x% + x% + xé = +x+ x3)2 — 2(x1X2 + X2X3 + X3X7)
precum si relatiile lui Viete. Avem astfel

S = g(x1)+ g(x2) + g(x3)
(xF + 2x1 +2) + (35 + 2x2 + 2) + (x5 + 2x3 + 2)
= (C+x+x3) +2(x+x2+x3)+6
= (.X'l + X + X3)2 - 2(X1X2 + XoX3 + X3X1) + Z(Xl + X, + X3) +6
= (-1)?-2-4+2(-1)+6=1-8-2+6=|-3]

(e) Vom rezolva ecuatia x> + 2x + 2 = 0. Deoarece discriminantul ecuatiei A =
22 -4.2 = 4—8 = —4 este negativ, solutiile ecuatiei nu sunt reale. 1l vom scrie
pe A ca patratul unui numar complex: A = (2i)>. Avem atunci

—2+2i

-1 +1
5 1

X12 =

3. Subiectul I1.2

Rezolvare.
(a) Pentru orice x real avem f’(x) = .
(b) Observam ca f(2) = 0. Limita se scrie atunci

LS fQ)
m-—————-—-—-
x—2 x—2

care, conform definitiei derivatei intr-un punct, este egala cu f'(2) = .
(c) Ecuatia tangentei cerute este

y—f@2)=f2)x-2)
inlocuind £(2) si f/(2) obtinem y — 0 = 8(x — 2) adica
y=8x-16

(d) Pentru o funtie de doua ori derivabila, punctele de inflexiune se afla printre
radacinile derivatei secunde, si anume acelea in care f” schimba semnul.
Derivata a doua este f”(x) = 6x, Vx € IR. Egaland cu 0 avem 6x = 0 & x = 0.
Cum f”” schimba semnul in x = 0 obtinem ca el este punct de inflexiune.

2
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(e) Pentru calculul limitei vom folosi urmatoarea limita fundamentala:
ux) - 0= (1+ u(x))ﬁ —e

Avem atunci

= lim

X—00

e -l

Am aplicat limita amintita pentru u(x) = ;—2

4. Subiectul III.

Rezolvare.
(@) Cumdet(A) =-1-0= , iar A este matrice patratica si are determinantul
nenul, rangul ei va fi egal cu dimensiunea matricei, adica .

(b) Prin calcul direct
2 1 2 1 2 0 1 0 1
-1 Jlo -1)"lo -1 )lo -1 )*{0o =1

01_10_1
0 -1 o 1]
1
1

este echivalenta cu sistemul

A*+ AB+B = (

|

0 +
1
(c)FieX:(Z).Ecua;ia((l) _1) Z):(

—
=
+
N
(S
|
—_

Rezolvandu-l obtinem v = -1, u = 3, deci X = ( _31 ) .

(d) FieX:(;C %)eG.Atunci
1 2 x y) [x vy 1 2
o 20z e)-(22)6 2)=

@(x+2:z y+2w)_(x 2x—y)

-z ) “\lz 2z—w
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Explicitand egalitatea de matrice rezulta sistemul

xX+2z = X z 0
y+2w = 2x—y o)X = ytw
—Z = Z z = 0
-w = 2z-w z = 0
Deci X = ( Y J{) w g) ) Vrem sa determinam « si b astfel incat X = al, + bB ,
adica

(5" 8)=e(o 7)2(0 4 )=(5 o2s)

Obtinem sistemul

y+w = a
y = b
w = a->b

cu solutiile 7 = y + w, b = y. Rezulta astfel existenta numerelor complexe « si

b cerute.
1 2 \(1 2 10
2 _ _ _
A ‘(0 —1)(0 —1)‘(0 1)‘12

(e) Calculam A?:
Avem atunci A% = 1,, A% = A Yk € IN*. Suma ceruta va fi

A+L+A+L+..+L+A

2007—-termeni

Deoarece 1004 din termeni sunt egali cu A si 1003 egali cu [, suma este

1 2 10 1004 2008 1003 O
1004A+10031, = 1004( 0 —1 )+1003( 0 1 )—( 0 —1004 )+(

2007 2008
0 -1 )/

(f) Notam Y = A — B + I,. Avem atunci

y:(é _21)—(8 —11)+((1) (1)):(

Calculam cateva puteri ale lui Y

ee(2 )2 1)-(22)
e[ 1)-(27)
SEHIEREE

0 1003

):
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Banuim ca
. (2" 20 -1
(57
. o o 2" 2" —1 .
Verificam prin inductie ca P(n) : Y" = 0 1 , Yn € IN".

01
Presupunem P(n) adevarata si demonstram ca P(n + 1) este adevarata.

Intr-adevar
o (20 27=1\(2 1
YY‘( 0 1 )(o 1)

211+1 on 4 on _ 1 211+1 211+1 -1
( 0 1 (o 1
Conform principiului inductiei matematice, rezulta ca P(n) este adevarata
pentru orice n € IN".

Evident P(1) : Y = ( 21 ) este adevrata.

Yn+l

a b
0 a-b )
deci det(X) = a(a — b). Luam, de exemplu, 2 = 2007,b = 2006, adica

2007 2006
=)

(g) Daca X € G, conform punctului (d), existaa, b € C astfel incat X = (

si avem det(X) = 2007.

5. Subiectul IV

Rezolvare.
(a) Prin calcul direct, pentru orice x > 0 avem
1 1 1 1 1 1-x-1+x
f&) x x+1 xX2+x x x+1 X2+ x
(¥ +x) | -2x-1

(b) Pentru orice x > 0 avem f’(x) = @t |@rar |

(c) Cercetam mai intai existenta asimptotelor orizontale sau oblice. Cum lim

X—00

1 .« : . o , .
f(x) = — =0, rezulta ca |y = 0| este asimptota orizontala pentru graficul lui
o0

f spre co.
Cautam acum o posibila asimptota verticala. Cum f este continua pe
tot domeniul de definitie, singurul candidat este x = 0. Deoarece li{rg flx) =
X

1 o . . - . e
o = oo, rezulta ca este asimptota verticala la dreapta, spre oo, pentru

graficul lui f.
(d) Pentru orice x > 0, din calculul de la punctul (a) se vede ca f'(x) < 0, deci f
este strict descrescatoare pe (0, ).



8-5-2007 / versiune finala pro-didactica.ro

. 1
(e) Conform punctului (a), f(x) = ol

valorile 1,2, ..., n si sumand obtinem

, Yx > 0. Dandu-i lui x succesiv

1 1

fO+f2)+..+ f(n) = %—%+%—%+...+E—n+1

Limita ceruta va fi lim Ll =[1]

n—00

(f) Pentru calculul integralei vom utiliza din nou descompunerea lui f data de
punctul (a)

flzf(x)dx _ f:(%—x}rl)dx:(1n|x|—1n|x+1|)|f

= In2-In3-In1+1n2= ln§

(g) Aria ceruta este flz |f(x)|dx. Deoarece f(x) > 0,Vx € [1,2], folosind punctul

. o 2 4 s oA . es <
(), aria este egala cu f1 f(x)dx = In =. Mai ramane sa aratam ca

3
lné<1
3 2

2

. 4 1 4 1 4\" 16 N .
Echlvalent,ln§<§<:>§<ez@e>(§) _9.Dare_2,7182,de0|
16
>2> —
¢ 9

Obtinem astfel cerinta problemei.
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Pro DiDACTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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