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CAPITOLUL 1

Varianta 39

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
@) d(A,B) = \J2-52+(-1-32 = V9 +16 =
2 2
(b) Conditia revine la QZ + i 1 © a*=4 & a=+2. Cum ni s-au cerut doar

valori pozitive pentru a, singura solutie este a = .

Tt Tt
(C) tg§+tgz = \/§+1
(d) Cercul inscris intr-un patrat are diametrul egal cu latura patratului. Deci raza

: 2 : L
cercului este 5= 1 si atunci aria sa este r- 12 =[7].

o Lt 1-11 _
V12 + 12

(e) Distanta de la punctul C(1,1) ladreaptax+y—1=0es

ol

() Punand conditia ca 1 + i sa satisfaca ecuatia obtinem

A+i)?-2(1+))+a=0 & (1+2i+)-2-2i+a=0 & 2+a=0 & a=|2].

2. Subiectul II.1.

Rezolvare.
(@) Conditia de existenta este n € IN, n > 2 pentru ca C2 sa aiba sens. Cu
formula combinarilor, ecuatia devine
n! nn-1)
—— =10 &
2(n = 2)!

=10 © ”*-n-20=0 © ne{-4,5).

Cum doar n = , satisface conditia de existenta, aceasta este unica solutie.
(b) Ratia progresiei aritmetice este r =a, —a; = 3 — 1 = 2. Atunci

ap=a+(10-1)r=1+9-2=19].

(c) Ecuatiasescriez*-1=0 & (Z2-1)(z?+1)=0 & ze€{-1,1,-1,i}. Cum2

. C ix o . 2 |1
din cele 4 radacini sunt reale, probabilitatea este i .

1
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(d) Fie a = g(5). Cum g este inversa lui f, avem

fa) = f(gB) =5 & 20+3=5 & a=|1].

(e) Restul impartirii lui f la X— V2 este f(V2) = (V2)*~2(V2)>+5 = 4-2.2+5 =

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.
@ f1)=1-In1=|0]
(b) Pentru orice x > 0, avem f’(x) = Inx + x - % = .

(c) Ecuatia f'(x) =0 < Inx = -1 are singura solutie x = ¢~! = —. Cum Tn acest

[

[~

punct derivata f’ are schimbare de semn, rezulta ca x = este singurul

punct de extrem al lui f.
(d) Deoarece f este o primitiva lui f’, avem

fef’(x)dx:f(e)—f(l) =elne—1In1 =[¢]
1

(e) Folosind regula lui 'Hopital pentru o nedeterminare =, avem

. fx) o xlnx . Inx %
lim =" = lim =5~ = lim == = lim 3 = (0]

4. Subiectul III.
Rezolvare.

(a) Fiex,y € (-1,1). Atunci xy > -1, de unde 1 +xy > 0. Putem atunci multiplica
cu numitorul si inegalitatile devin -1 —xy < x + y < 1 + xy. Inegalitatea din
stanga se scrie 0 < 1+xy+x+y = (1+x)(1+y), ceea ce este clar pentru x, y >
—1. Inegalitatea din dreapta se poate scrie0 <1+xy—x—-y=(1-x)(1-y)
Si este o consecinta imediata a faptului ca x, y < 1.

(b) Pentru orice x € G, avem

I+)0+y)-1-0)1-y)  (A+x+y+xy)—-1-x-y+xy)
IT+x) 1+ +A-x)(1-y) B l+x+y+xy)+(1—-x—y+xy)
x+y

- 1+xy:xoy
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(c) Fie x,y,z € G. Atunci

X+Yy

xXoy+z T T2 x+y+z(l+x
(xoypoz = —VFE T o _xvyrilrx)
1+(xoy)z I 1+xy+(x+y)z
_ x+ty+z+ayz
 l4xy+xz+yz
X+yoz X+ x(l+y2)+y+z
xo(yoz) = Y = 1;zz = ( Y2 +y

1+x(yoz) 1+x 1+ yz+x(y+2)

X+y+z+xyz

1+yz

T+xy+xz+yz’
deci (xoy)oz=x0(yoz).
(d) Observam ca legea de compozitie o este comutativa. Este suficient sa gasim
A xX+e
e € G satisfacand xoce =x &

Pentru ca aceasta relatie sa fielgraﬁgfécuté pentru orice x € G, este necesar
si suficient ca e = [0].

(e) Pentru orice x € G observam ca luand y = avemxoy=yox=0.

(f) Fie x,x3,...,x,,...,€ G. Notam P(n) :

=x © x+e=x+x% & e(x*-1) =0.

T+x)A+x)...(1+x,)— (1 —x)(1—x2)...(1 —xp)
T+x)A+x)...(1+x,)+ (1 =—x)(1—x3)...(1 —xp)

X1 0X30...0X, =

Demonstram ca P(n) este adevarata pentru orice n € IN, n > 2. Verificarea
pentru n = 2 a fost facuta la punctul (b). Presupunem ca P(n) este adevarata.
Atunci datorita asociativitatii demonstrate la punctul (c), avem

X10X20 ... Xy 0Xp41 = (X10X2 0.0 Xy) O Xy =

:(1+x1)(1+x2)...(1+xn)—(1—xl)(l—xz)...(l—xn)Ox
T+x)1+x)...0+x)+1-x)1-x)...(L=x,) "
T+x)A+x)...0+x,) -1 —-—x)A—2x2)...(1 —xy)

A +x)T+x). (T +x) + (T =) —x2)... (1 —x,)

B (1+x1)(1+x2)...(1+xn)—(1—x1)(1—x2)...(1—xn)x

A+x)1+x)...A+x)+(1—x)1-x2)...(1—x,) """
A+ )T +x0) . (14 x)(1 + x001) = (T =x1)(1 —x9) ... (1 = x,)(1 = Xpp1)

. (1 +x)(1+ {2) e (I +x)(T+x00) + (1 =x1) (1T —x)... (1= x”Z(l —vx”ﬂ)
deci P(n + 1) este adevarta. Conform principiului indutiei P(n) este adevarata
pentru orice n € IN, n > 2.

(g) Simplificam intai separat

(1+1)(1+1)(1+1) (1+1) Sic onxl_mtl
2 3 4] n 234" n 2

(=3)(=5)0 -3 0-3) = 5553

3

+ Xp+1
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Atunci folosind punctul (f), avem

1 n+l
n

n”+n-2
—o.. =
3

T2+ n+2

1 1
— O .0 — =
2 n

i N}
S-S =

L+

I\)|

Observatie. Poate unii dintre voi se Tntreaba (pe buna dreptate) de unde a fost gasita
problema. Raspunsul este foarte simplu. Functia tangenta hiperbolica , definita prin

X —X

. este bijectiva de la IR la intervalul (-1,1). Inversa ei (arctangenta
hiperbolica) se calculeaza usor:

tanhx =

1+y
lan, VyE(—l,l)

NI~

tanh™ (y) =

<

n plus,
tanh x + tanh y

tanh(x +y) = 1+ tanhxtanhy’

Vx,y,€ R.

Asadar tanh(x + y) = tanh x o tanh y, deci aceasta functie este morfism de la (IR, +)
la ((—=1,1),0). Toate cerintele problemei sunt consecinte directe al ace stui fapt.
Toate problemele de acest tip se pot trata Th mod sistematic prin identificarea unei
structuri algebrice si al unui morfism adecvat.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.

X _ X
Va2 +2  Vx2+1
x[\/x2+1— \/x2+2]

V2 +2)(x2 + 1)
pozitivi cu exceptia parantezei de la numarator care este negativa. Rezulta

ca f este strict descrescatoare pe [0, o).
(c) Amplificand cu conjugatul, avem

(a) Pentru orice x € R, avem f’(x) =

(b) Pentru x > 0, avem f’(x) = < 0, caci toti factorii sunt

242 — Va2 24+2)—(x*+1
lim f(x) = lim V42— Vad+1 = lim (C+2 - +1)
x>0 x>0 1 0 Ax2 42+ Va2 + 1

= lim ! :@

x_mx[\/l + 2+ \/1+ xl—z]

(d) Deoarece functia este para, adica f(—x) = f(x), Vx € RR, folosind punctul (c)
avem lim f(x) = lim f(x) = 0. Atunci graficul lui f are asimptota orizontala

y = 0| atat catre co céat Si catre —oo.
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(e) Deoarece f(V1)+ f(V2)+...+ f(\Vn) = V3= V2+ VA— V3+...+ Vn+2-
Vin+1=Vn+2- /2, limita este

(f) Fie ¢ : R = R, g,(x) = Vx2+b. Atunci functia G, : R — R, Gy(x) =

1 b N . A o
—xVx2+b+ > In(x + Vx% + D) este o primitiva a lui g;. Intr-adevar G;(x) =

2
1 b 1t 1 12 1 b
| Vx2+b+x - —————— =V + b+ =
2( x2+b) 25+ Vi2+b 2 2\/x2 2Vx2+b
Va2 + b. Atunci
f Ve +a2dt = f ga(t)dt = Ga(b), = Ga(x) - G2(0)
0 0

1 2 2
= X Vx2+a2+%ln(x+ Vx2+a2)—%lna

(9) Cum functia f este continua si pozitiva, aria ceruta este data de f f(x)dx.
0
Folosind punctul precedent, avem

1 1 1

ff(x)dx = f\/x2+2dx—f VxZ + 1dx

0 0 0

1 2 2
51 12+2+§ln(1+\/12+2)—§1n‘/§
—%-1-V12+ —%ln(1+\/12+1)+%ln1

_ |- ‘/—+1 (1+ \/_)——ln(2+2\/_)
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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