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CAPITOLUL 1

Varianta 38

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

(@) cosz+cosz+cosz—o+1+ﬁ_ 1+ V2
2 3 472 2 7| 2
(b) Partea reald a numarului comple (1 —2i)(1+2i) =1-2%*=1+4=5este .

(c) Cum unghiul BAC este obtuz, nu poate fi egal cu un alt unghi al triunghiului.
5n

3 caABC = ACB= o -| X

Rezulta ca ABC = ACB = > =t

(d) Folosind teorema cosinus avem

s AB+BC-AC £+5-6 [1
COSB=""5"AB-BC  2-4.5 |8/

(e) Coordonatele punctelor de intersectie dintre dreapta si cerc sunt date de

L fx+yr = 8 . . . .
solutiile sistemului R Substituind y = x Tn prima ecuatie obtinem
2x* = 8 & x*> = 4 & x = +2. Punctele de intersectie au deci coordonatele
(2,2) si (-2, -2) si avem | 2] puncte de intersectie.

(f) Avem (1 + 20| = [1+ 2 = (VIZ+ 22 = [5]

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.
. . . . . 5!

(a) Din moment ce ordinea alegerii nu are vreo importanta, avem Cg =310 -
4.5 : o
—~ =110/ moduri de a alege problemele.

(b) Multimea X este de forma {7} U A, unde A este o submultime a multimii {3, 5}.
Deci A este una din mulfimile

1{7),13,7),15,7),13,5, 7}
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. . . -1
(c) Inecuatia se scrie sub formele echivalente Eyp <0e3-x>0ex<3.
Din cele 5 elemente ale multimii, 2 satisfac aceasta conditie (anume 1 si 2),

. . 2
deci probabilitatea este .

(d) Folosind injectivitatea functiei exponenttiale de baza diferita de 1, avem 3721 =
e --1=*e0=@x+12ex=|-1]

e € exempilu, pentru = - avem = —1=0.
(e) D | X3 -1 1)=1-1=0

3. Subiectul I1.2.
Rezolvare.
(a) Deoarece lirp f(x) = 0, graficul lui f admite catre —co asimptota orizontala

y=0|
. 1
(b) Pentru orice x € R\ {1}, avem f’(x) = —m .
1 .
(c) Deoarece V5 >2>1,avem V5-1>2-1>0 & < . Deci
Vv5-1 2-1

1> bl. In general, deoarece functia f este strict descrescatoare pe intervalul
(1,00),dacal < x < y atunci f(x) > f(y).

(d) lim nf(n) = lim " =[1]

n—1
3 3

(e)ff(x)dlenlx—ll =In3-1/-In[2 -1 =[In2]
2 2

4. Subiectul III.
Rezolvare.

(@) Cum A este matrice triangular superioara (cu toate elementele de sub diago-
nala nule), determinantul este produsul elementelor de pe diagonala, adica
detA =[0] Rangul Iui A este atunci mai mic decat 3. Dar A are minorul

1 2
0 3

(b) Avem iar o matrice triangular superioara, deci detB = 1-1-1 = 1. Cum

det B # 0, matricea B este inversabila. Nu ni se cere, dar vom avea nevoie la

de determinant 1-3—2-0 = 3 # 0. Rangul lui A este deci [2].

1 -1 -1
punctul (d) de inversa lui B. Avem B! = ! B =0 1 -1}
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(c) Prin calcul direct (va puteti verifica rezultatul cu punctul (e))

125 1 39
B2=||0 1 2|, B =||0 1 3

0 01 0 01

(d) Cum matricea B este inversabild, Tnmultind la stanga cu B!, avem BX =

(€)

(f)

A & X = B'A. Folosind forma lui B! determinata la rezolvarea punctului

(b), avem
1 -1 -1)\(0 1 2 01 -1
0 1 -1|J10 0 3|=||0 O 3
0 0 1)\0 0O 00 O

Pentru n = 1 se verifica direct. Pentru n = 2 si n = 3 folosim punctul (c).
Fie acum n > 3. Profitam de faptul ca in enunt apare cuvantul “eventual”
01 2
ca sa nu folosim inductia. Fie D = [O 0 1]. Atunci B = I3 + D (D a fost

X =

000
definit tocmai pentru a avea aceasta egalitate). Prin calcul direct se observa
ca

001
D>=|0 0 0|, D*=0;, D"=0,,Vk >3

000
Cum DF = Os, pentru k > 3, conform binomului lui Newton avem
-1
B" = (13+D)”:13+C;D+C§D2=13+nD+”(”2 ) p?
100y (0n 20y (0 o =1
= (01 0[+]0 0 nl+|g o 3
0 01 00 O 00 0
n(n+ 3)
1
N
- 10 1 n
00 1
X Yy z
FieY =|u v w|astfel ca AY = YA. Facand inmultirile, aceasta egalitate
r s t

matriceala se traduce prin

u+2r v+2s w+?2t 0 x 2x+3y
3r 3s 3t |=|0 u 2u+3v

0 0 0 0 r 2r+3s

Din egalitatea elementelor de pe pozitia (2,1) (a doua linie, prima coloana)
rezulta » = 0. Atunci din egalitatea elementelor de pe pozitia (1, 1), rezulta

u = —2r = 0. Continuam si de pe pozitia (2,2) avem s = % = 0. De pe
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(9)

pozitia (1,2) rezultda v = x si apoi de pe pozitia (2,3) avem t = v = x. In
final din egalitatea corezpunzatoare la pozitia (1,3) deducem w = x + 3y. In
consecinta, matricile Y cu proprietatea AY = YA sunt de forma

Xy oz
Y=[|0 x x+3y|=xl3+yA+2zA? x,y,z€ R
00 X

Prima solutie. Procedam prin reducere la absurd. Presupunem ca exista o
matrice Z € M3(R) astfel ca Z> = A. Atunci Z-A=272-72>=7>-7Z=A-Z.
Conform punctului precedent, exista x, v,z € R astfel ca Z = xI; + yA + zA%.
Atunci, observand ca A® = O;, avem A = 7% = (xI3 + yA + zA?)? = x’[3 +
YPA% + 22A% + 2xyA + 2xzA? + 2z A% = x°I5 + 2xyA + (y* + 2xz)A?. In egalitatea
matriceala

A =213 + 2xyA + (y* + 2x2)A®

matricea din membrul stang are elementul 0 pe prima linie si prima coloana,
iar cea din dreapta are x?, deci x = 0. Egalitatea devine A = y>A?, egalitate
imposibila caci matricea din stdnga are 1 pe prima linie a doua coloana, n
timp ce matricea din dreapta are 0. Contraditia obtinuta demonstreaza ca
presupunerea facuta este falsa, deci nu exista o asemenea matrice Z.

A doua solutie. Presupunem prin absurd ca exista o matrice Z € M;(R)
astfel ca Z?> = A. Atunci Z° = A% = O,. Folosind teorema Hamilton—Cayley,
obtinem Z3 = O,. Dar in acest caz rezulta

A2=7*=0,,

absurd.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.

(@)
(b)

Folosind (c), avem .

Fie k € IN*. Atunci aducand la acelasi numitor, avem

1{ 1 1 1 k+2-k 1
2 k(k+1)_(k+1)(k+2))_E'k(k+1)(k+2)_k(k+1)(k+2)

(c) Deoarece, pentru orice n € IN*,

! 0
n+ D +2)n+3)

Apy1 — Ay =
rezulta ca sirul (a,),cn- €Ste strict crescator.

4
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(d) Folosind punctul (b), avem
! + ! +...+ !
1-2-3  2-3-4 n(n+1)(n +2)
1( 1 1 1 1 1 1

- 2(1-2_2~3+2-3_3-4+'“+n(n+1)_(n+1)(n+2))

a, =

11 1
T 212 m+Dn+2)

. 1
(e) Conform punctului precedent, lim a, = 1

nse\ - 2n+ 1)+ 2)
Pentru a folosi faptul ca lim (1 + x)'* = e aranjam limita astfel:

1 2n1)(142) | T
L= lim||1- =le'?
e {( 201+ 1)(n + 2)) ]

n—sc0 n+1)

112 n
(f) Folosind iar punctul (d), avem L = lim (Z + a”) = lim (1 ! ) .

(g) Cu acelasi gen de calcul ca la (b), avem
1 _11_ 1 _1(1_1_14_1)
x(x+Dx+2)  2\x(x+1) (x+Dx+2)) 2\x x+1 x+1 x+2
1 1 1

— — + .
2x x+1 2(x+2)

Aceasta este, de fapt, descompunerea in fractii simple a functiei rationale de
sub integrala. Atunci integrala se poate scrie

I—f2 ! dx—f2l—1+ ! dx
J) e+ D +2) T ) \2x o x+1 0 2(x+2)

2
1.2

n
L2727

- (% Inx —In(x+ 1) + %ln(x+2))
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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