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CAPITOLUL 1

Varianta 32

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(@) Cum z =10 — 1 = (2)5 — ('2)5 i=(-1°—(-1y-i=-1+i,avemz=|-1—i]
) 1+@-i)P=021+2-2=001-a>=0ca=]+1]
2
(c) sinz+sinzz £+1
4 2 |2

(d) Cum sin15° # 0 si cos 15° # 0, avem
sin15° cos15°
cos15° sinl15° m

tg 15° - ctgl5® =

(e) Coordonatele punctului A trebuie sa satisfaca ecuatia dreptei, deci avem
2c~1-3=0 & c=[2] Similar, coordonatele lui B trebuie sa satisfaci
ecuatia dreptei, deci2-2 -d-3=0&d =[1]

(f) Originea |(0,0) | apartine parabolei date : 0°> = 4 - 0.

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.
(@) Folosind proprietatile logaritmilor, avem

log, 3 —log, 6 = log, 2 = log, % =log,27" = €Z

N B R

.. C s 2
(c) Conform relatiilor lui Viéte, x; + x, + x5 = -7 = —2|.

(d) f(3(V3)) = f(V3)?=3) = f(3-3) = f(0) =0 -3 =[-3]
(e) Cum 3% = 27 < 30 < 81 = 3%, numarul cautat este m = [3].
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3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.

1 . . .
(a) Deoarece a,,1—a, = —— > 0, pentru orice n € IN", rezulta ca sirul (a,),en-

n+1)

este strict crescator.

(b) Fie f(x) = [0] ¥x € R si g(x) = [x2 = 2x], ¥x € R. Avem atunci f'(x) = 0,
VxeRsig'(x) =2x-2,Vx e R, deci f'(1) =0 = g'(1).

Daca acest exemplu nu v-a placut incercati f(x) = x si g(x) = x +2007. In

acestcaz, f'(x) = ¢'(x) =1,Vx e R.

(c) Derivata functiei f este f’(x) = 3x*> — 3, Yx € R. Ecuatia f'(x) = 0 are
radacinile x = +1. Cum f’ Tsi schimba semnul in aceste puncte, rezulta ca f
are |2 | puncte de extrem local.

(d) Avand un caz de nedeterminare % aplicam regula lui | 'Hopital si avem

limx2—5x+6 _hm2x—5 _2-3-5_|1
-3 x2-9 3 2x  2-3 |6
’ 2 32-22
(e) Cum f xdx = E|2 =5 =5 cel mic numar natural cu proprietatea
2

3
fxdx:§§nesten:.
2

4. Subiectul III.

Rezolvare.

(c) Comentariu: Stim ca (a) si (b) erau Tnainte de (c), dar asa nu mai repetam
calculele.
Pentru orice z, u € C avem

z+i)u+i)—i=zu+iz+iu+ic—i=zu+i(z+u)—1—-i=zou.

(@) Folosind punctul (c),avem (1 —i)oi=[(1—-0)+i][i+i]-i=1-2i—i=

(b) Legea de compozitie este evident comutativa, deci este suficient sa gasim
e astfel incat z o e = z, Yz € C. Folosind punctul (c) aceasta conditie este
echivalenta cu faptulca (z+i)e+i)=z+i,VzeCoe+i=1oe=|1—-1i

(d) Folosind punctul (b), cum e =1 — i este element neutru, avem z o (1 — i) = z.
Decizo(1-i)=3+ioz=[3+i]

(e) Folosim iar observatia ca legea de compozitie este comutativa si este sufi-
cient sa gasim f cu proprietatea cazo f = f, ¥z € C. Conform (c) aceasta

este echivalenta cu (z+i)(f+i):f+i,VzeC<:>f+i:O<:>f:.

2
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(f) Fie z,u, w € C. Folosind iar punctul (c) avem

(zouwow = [(zou+ij(w+1i)—1
[(Z+)(u+i)—i+il(w+i)—i
= (+i)u+i)(w+i)—i
zo(mow) = (Z+)[(uow)+i]—i
= z+)[(u+i)(w+i)—i+i]—1
= (+i)u+i)(w+i)—i
deci (zou)ow =z o (uow).
(g) Verificarea. Pentru n = 1, avem evident z = (z +1)! —i, ¥z € C.
Pasul de inductie. Presupunem cazozo...oz = (z+1i)" — 1, Yz € C. Atunci
————

n—ori

zozo...oz = (zozo...o0z)oz
N——————— N— e
n+1-ori n—ori

= [(z+i)"—iloz=[z+)"—i+il(z+1) -1
= (z+i)"™ -i, VzeC.
Conform princpiului inductiei demonstratia este incheiata.

5. Subiectul I'V.

Rezolvare.
(a) Comentariu: Observam ca domeniul de definitie al functiilor f, poate fi

1

0

schimbat in R. Astfel evitam sa calculam o derivata laterala la dreapta n
x = 0.
: 1 :
Pentru orice x € IR avem f(x) = p -x" —x, deci f'(x) = , VYx € R.
1
(b) lim £(1) = lim (E - 1) ~[-1]
(€)
1 1
1 xn+1 x2
o [l 3
fofl(x)x j; nx ) ex (n(n+1) 2)
1
nmn+1) 2
(d) Calculam derivata: f;(x) = kx"™" — kx*! = kx*'(x"* — 1). Pe intervalul (0, o)
avem un singur punct critic, x = 1, caci ecuatia f,(x) = 0 are aceasta unica
radacina pozitiva. Pentru x € (0,1), avem, f/(x) < 0 si pentru x > 1 avem
f,(x) > 0 (aici este esentiala ipoteza k < n). Deciin x = 1 functia f, are un
minim local (de fapt, daca revenim la domeniul [0, c0) al functiei, exact ca n
enunt, punctul este punct de minim global).

3
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(€)

(f)

(9)

Fien > 2 sik € N, k < n. Am vazut la punctul precedent ca fi(x) >

fi1) = o 1 pentru orice x > 0. Or aceasta revine exact la inegalitatea

—-x”Zxk+E—1,Vx20.

" Pentru n Z IN, n > 2 si k = n nu mai putem folosi punctul (d), dar inega-
litatea din enunt se scrie Z x> x" + Z — 1, care este evident o identitate
pentru orice x > 0.

Fie n € IN* si k € IN*, k < n. Inegalitatea de la punctul precedent se poate

scrie fi(x) > S—l, Vx > 0. Integrand pe [0, 1] si folosind monotonia integralei,
1
. k
obtinem exact f fr(x)dx > . 1.

0
Fiex > 0sin € IN, n > 2. Scriem inegalitatea de la punctul (e) succesiv
pentruk=1,2,...,n Si obtinem
1
—x" > x+—--1
n n
2 2
x> ¥+ =1
n
> .
|
n n

Adunénd aceste inegalitati obtinem

1+2+...+n 1+2+...+n

AT+ X4t —————— —n
n n
Folosim formula .
nn +
1+2+...+n= ( > )
si inegalitatea precedenta capata forma
n+1 n+1

AP >4+ "+

< +1 .. o o +1 .
Adunam nT in ambii membri si apoi impartim la nT pentru a obtine
exact inegalitatea din enunt.
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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