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CAPITOLUL 1

Varianta 28

1. Subiectul 1.
Rezolvare.
@ lzl=2-li-T+i=2-1-vV2=|22
(b) BC = /5-07+(0~37 = V25+9 =[34]

(€) Sasc = 5|Al, unde

=15-3-20=-8

O O1 =
W O =
_ e

Deci

(d) Impunand conditia ca A si C sa apartina dreptei, obtinem 1 + 4m + n = 0 Si
3m +n =0, de unde

‘mz—l,nzf—i‘

(e) Coordonatele sunt (% %) adica

3,2)

(f) Centrul cercului va fi la mijlocul segmentului (AB), iar raza sa jumatate din
AB = /(1 -5)2+ (4-0)2 = V16 + 16 = 4 V2. Obtinem ecuatia

(x=3P%+(y—-22=8

2. Subiectul I11.1

Rezolvare.
(a) Ecuatia este echivalenta cu x + 2 = 22, adica
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(b) Termenii sumei sunt 10 termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice. Suma

va fi 3+39 - 10, adica

(c) Numerele cerute sunt 20,50,70,52,72, in numar de

(d) Ecuatia se scrie 4x = 2. Testam succesiv elementele lui Z,. Avem
4.1=4,4.2=2,4-3=0,4-4=4,4-5=2

Solutiile sunt

x €|{2,5)

5! 20
3 — 24— —
(e) Deoarece C: = T 10, rezulta x = 0 2]

3. Subiectul I1.2

Rezolvare.

2008x20%7
22008 + 1 |

(a) Pentru orice x € R, avem f’(x) =

(b) Limita ceruta este f/(1) =[1004].
© [ f@dx = ), = f1) - £0) = [In2]

(d) Observam ca a este valoarea minima a lui f. Cautam punctele critice: f'(x) =
0 © x = 0. Studiem semnul derivatei: f'(x) < 0 pentru x < 0 si f'(x) > 0

pentru x > 0. Rezulta ca x = 0 este punct de minim. Decia = f(0) = @

on-f) . f(1) f(1) |In2
®) lim 5.3 —,EE{}OH%— 2 |72

4. Subiectul III.

Rezolvare. Notdm X(a,b) = (_”b Z) Atunci G = {X(a,b)la, b € Z).

(@ Avem [, = X(1,0) € Gsi O, = X(0,0) € G.
(b) Fie A, B € G. Exista atunci ay, b,,a,, b, € Z. astfel incat

_ am b
A_(—bl 611)

_ [75) bz
=% )

2

Si
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Vrem sa aratam ca AB € G, adica exista a3, by € Z astfel incat

AB:( 3 b3)

—bs a3
Dar

AB = ( ai b1 )( [75) bz ) _ ( a1dy — b1b2 [Zlbz + blﬂlz

—b1 ai —bz [75) —b1[12 - [Zlbz —b1b2 + aqa;

Vom lua atunci
asz = a1dy — b1b2 e’

b3 = Ellbg + Elgbl ez

(c) Vom lucra cu matricile de la punctul (b). Avem
det(A) = af+b]
det(B) = a3 +b;

det(AB) = a3+ b3

Dar
61% + b% = ([11[12 - b1b2)2 + ([Zlbz + [Zzbl)z
= a@a; + bib; — 21,01 by + a3bs + ashi + 2a1baasby
= (a% + b%)(a% +b3) = det(A) det(B)
(d) Fie A = (_ab z) € G. Matricea A este inversabila daca si numai daca
det(A) #0 & a*> + 1> # 0. Inacestcaz A™! = ;A* 1 (e b
' ~ det(A)  a@2+p2\b a [

Atunci A~! € G daca si numai daca a* + b? divide pe a Si pe b.
Daca a” + b* = 1, atunci evident rezultd A € G.
Reciproc, daca a* + b?|a si a®> + b?|b atunci (a> + b*)?[a® si (a*> + b*)?|b* deci
(a® + b*)?|a* + b*, de unde rezulta ca a> + b* = 1.
Obtinem A 'eGe det(A) =1 A eG,.
(e) Daca G, # 0 atunci exista A € G,. Rezulta det(A) = k, de unde det(A?) = k?,

deci G # 0.

(f) Fie A = ( o ) Avem det(A) = 9, deci Gy # 0.

(g) Presupunem ca exista A = ( _ab Z ) € G, astfel incéat det(A) = 3. Va rezulta
ca o’ + b* = 3, adica suma a doua numere naturale patrate perfecte este 3,
fapt imposibil.
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5. Subiectul IV

Rezolvare.
. 2x x— Vx2+1
(a) Pentru orice x € R, avem f'(x) = —— -1 = | ———
2Vx2 +1 VaZ +1
(b) Deoarece
241 —x? 1
lim f(x) = lim ——— = lim——" =0
o e N2+ 1T+x T NVXZ+1+x

graficul functiei f are asimptota orizontala |y = 0| catre co.

(c) Cautam punctele critice: f'(x) = 0 & x = Va2+1 = x* = x* + 1, deci f’
nu se anuleaza pe IR. Fiind continua, f’ va avea semn constant pe IR. Cum
1'(0) = -1, rezulta f'(x) < 0,Vx € R, deci f este strict descrescatoare.

(d)

F() = j?Vﬂ+1—Dm:JﬂVﬂ+1ﬂ—fwwt
0 Iy x2o 0
= ](x)—Eozf(x)—E

J(x) = fx\/t2+1dt:fxt’\/t2+1dt
0 0

s “P+1-1
= tVR+1 - | ¢ dt=xVa2+1- | ———adt
0

241 VE+1
_ 2 _ 2
] fomdt+f0 mdt
= xVE+1-J@) +In(x+ Va2 + 1)
Deci
=2 (Ve H T +In(+ V2T D)
Avem atunci

F(x) = %(x\/x2+ +In(x + \/ﬁ))—%

(e) Avem F'(x) = f(x),¥x > 0. Conform (c) f este strict descrescatoare si con-
form (b) limita lui f la co este 0. Rezulta f(x) > 0,Yx > 0. Deci F'(x) > 0, Vx >
0, adica F este strict crescatoare. Rezulta F(x) > F(0) = 0,Yx > 0.

(f) Calcul direct:

f(x)(f(x)+1)+xf(x)—(Vx2+1—x)(m—1+1)+

x x? x?
+x -1|=x- + -x=0
2+ 1 Va2+1  Va2+1
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(g) Rezolvam ecuatia pe intervalul [0, ).

Fieg:R— R
g(x) = log, (2 + x?)
Avem
s 2x
g(x)_2+x2 1r12>O,Vx>0

Deci g este strict crescatoare pe [0, o).
Pe de alta parte f este strict descrescatoare.
Avem atunci f(x) < f(0), Vx > 0 si g(x) > g(0), Vx > 0. Obtinem

8(x) > g(0) =1= f(0) > f(x), Vx>0

Cum f(0) = g(0), vom avea x = 0 ca unica solutie a ecuatiei pe intervalul
[0, o).
Comentariu: Propunatorul acestui punct a exagerat cerand rezolvarea ecuatiei
pe IR. Demonstrarea faptului ca ecuatia nu admite radacini negative depaseste
ca dificultate cadrul unui examen de bacalaureat. lata totusi si aceasta parte.
Rezolvarea ecuatiei pe intervalul  (—o0,0).

Notéand cu y = —x > 0, ecuatia se scrie

A+ 1+y—log,(y* +2)=0.

Cazul 0 < y < 1. Vom folosi urmatoarea
Lema: Pentru orice y > 0 avem In(1 + y) < y.

Aceasta este o inegalitate "clasica” si poate fi demonstrata usor studiind
prima derivata a functiei y — y — In(1 + y).

Cu lema precedenta si folosind faptul ca y* < y, Yy € (0, 1), avem log, (2 +

ln(1+%) y y
2 < toma Tt <

1+ y. Atunci \y> + 1+ y—log,(y> +2) > yJy>+1—1> 0 si ecuatia nu are
solutii iy € (0, 1).
Cazul y > 1. Vom folosi
Lema: Pentru orice y > 1 avem 2/ > 1 + .

Aceasta inegalitate mai putin "clasica” se poate demonstra studiind prima
derivata a functiei y — 2/ — v.

Ridicand la patrat inegalitatea din lema avem 2% > 12 + 2y +1 > 1> + 3 >
y* +2,Yy > 1. Logaritmand in baza 2, deducem 2y > log,(y* + 2), Yy > 1.
Atunci \/y> + 1+ y —log,(2 +?) > 2y —log,(2 + y*) > 0,y > 1. Deci ecuatia
nu are radacini nici pentru y > 1.

y?) <log,(2+y) =log,2+1log,(1+3) =1+
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Observatie. Demonstratia de mai sus poate fi adaptata la a arata ca, de
fapt,
log,2+x*) <x-1< Va2+1-x, Vx€(—oo,0).
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