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CAPITOLUL 1

Varianta 25

1. Subiectul I.
Rezolvare.
(a) Primasolutie. Deoarece 12?+5% = 132, triunghiul respectiv este dreptunghic.

: o : ., 12-5
Aria este atunci jJumatate din produsul catetelor, adica — = 30|,

A doua solutie. Daca nu observam faptul ca triunghiul din enunt este drep-
tunghic, atunci folosim teorema lui Heron. Semiperimetrul triunghiului este

1245+13 -
5 = +2—+ ~ 15, deciariasaeste S = /15 (15— 12) - (15— 5) - (15— 13) =
/900 = 30.

(b) Cu formula distantei (teorema lui Pitagora)

d(D,E) = {1 - 02+ (-2—-1)2 =| V10

©) Il =1 -1-4il = (-1)> + (-42 = | V17

(d) Determinam m(l -0,2-(-1) si L—I\>l(2 - 1,5 - 2). Deoarece ML = L_I\>l
punctele L, M, N sunt coliniare.

(e) Latura patratului este V100 = 10, deci perimetrul s&u este 4 - 10 = [40].

(f) Dacax e (O, g), atunci cos x > 0 si conform formulei fundamentale a trigonome-

" [ (1) 15
triei, cosx = V1 —sin’x = 1—(1) = \/4—_

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.
(a) Din teorema lui Bezout, restul impartirii polinomului f la polinomul X — (1)

este
f(=1) = 2(-1)° = 4(-1)* + 5(-1) - 1 = [-12].

(b) Functia exponentiala de baza supraunitara este strict crescatoare. Cum 2° =
8 < 10 < 2* = 16, inegalitatea este verificata de exact 4 elemente din cele 5

. . |4
ale multimii, anume 0, 1, 2, 3. Probabilitatea este deci .
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(c) Deoarece f(2) = 0, avem g(0) = . De fapt se poate arata usor ca g(x) =
x + 2, de unde obtinem tot g(0) = 0 + 2.

(d) Avem log,(3x+5) =3 ©3x+5=2 e 3x=8-5 x=|1]

(e) Fie x1, x,, x5 radacinile ecuatiei. Atunci

X4+x = 0
K4+x, = 0
x4x; = 0

Adunand aceste ecuatii si folosind prima relatie a lui Viete, obtinem xi’ + xg +

0
X;Z—(X1+X2+X3):—I :@.

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.

(a) Pentru orice x € R avem f'(x) = , Vx € R.
(b) Cum f’(x) > 1 > 0 pentru orice x € R, functia f este strict crescatoare pe R.

(c) Din definitia derivatei intr-un punct, limita este f/(-2) = 3(-2)? + 1 = |13,
. . 4-1
(d) Ecuatiase scrie3x* +1 =4 & x> = = lexel{-1,1}|

! 8025
1

1
(e) fo f(x)dx = (%4 + x; — 2007x)

0

4. Subiectul III.

Rezolvare.
(@) Avem (trebuie sa mai faceti completari)

ort-{f

(x—l)(y+l—1—1)

Xy X

1 1 1
xy—a— x+y—;—§

1
(x-1) l(y -1)- E(y - 1)]
(x=1)(y-Dxy-1)

Xy
. . . L 1
(b) Luand y = x* in identitatea de la (a) ecuatia poate fi scrisd 0 = x* — Pk
1 1 -2 -1 -1) . . o ..
X+ -+ = = - Dl )x ) si de aici se vede ca solutiile reale ale

2 x3

X X
ecuafiei sunt x = |1 |six = .
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(©)

(d)

(€)

(f)

(9)

Folosind iar (a) inegalitatea se poate scrie sub forma
(@a-—1D®-1)@b-1) >0
ab

ceea ce este evident pentru a,b € [1, ).
Procedam prin inductie:

> . . . 1 1 .
Verificare. Pentru n = 1, inegalitatea se scrie 2, — — > 2, — —. Evident.
a a
Pasul de inductie. Presupunem ca pentru orice a,,a,,...,a, € [1,00) are loc

inegalitatea
1 1 1 1
amay ..., —————2m+ar+... .0, — — — — — e — —
aidy ...y, a1 [7k) a,
Pentru orice a,,,1 € [1,00), luand a = @14, ...a, Si b = a,,1 In inegalitatea de la
(c) si apoi folosind ipoteza de inductie, avem
1 1 1

_— Mdy...0,; + 0y — -
Mas ... ayldy4 Mmas...dy Ap+1

1 1 1
a+a+ ... —— — — — e — .
a4 Ap+1

Conform principiului inductiei afirmatia de la punctul (d) este demonstrata.
In inegalitatea de la punctul (d), luand n = 3, a; = 2%, a, = 2" Si a3 = 2,
obtinem exact cerinta din enunt.

v

aidy ...Ax0,41 —

\Y

(x =y +xy)
xy

Inegalitatea se poate aranja sub forma > 0, sub care este

evidenta. .
Un argument alternativ consta in observatia faptului ca functia 1 — u—— este
u

. o . . 1
strict crescatoare pe (0, o) (derivata functiei in u este 1+ 3 > 0, Yu € (0, 0)).

In inegalitatea de la (g) luam 2, = a, = ... = a, = a Si obtinem exact inegali-
tatea dorita.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.

(@)
(b)

(©)
(d)

AR = f folt)dt = f 1dt = x, ¥x € R.
0 0
X tz X
£ = [ fa=5
0 0
. . x2
Ecuagla sSe ScCrie x + E =
Procedam prin inductie.

, Vx e R.

x
2
0 si are radacinile x; =[0]si x, =[-2].

1
Verificare. Pentru n = 1 am vazut la (a) ca fi(x) = % VYx € R.
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n

Pasul de inductie. Presupunem ca f,(x) = % VYx € IR. Atunci

tn+1 X xn+1

fn+1(x) = L fn(t)dt - (n + 1)' 0 - (7’[ + 1)',

Conform principiului inductiei afirmatia de la acest punct este demonstrata.
X

VxeR.

(e) In general, daca g(x) = f h(t)dt atunci ¢’ (x) = h(x), deci acest punct rezulta

direct din modul cum este0 definit sirul de functii.

(f) Folosind (d), avem lim 22 —im < —fim %

X—00 Z(X) X—00 g X—00 3

n

1 1 . 1 " NV :
(9) Deoarece f,(1) = pori satisface 0 < f,(1) < . trecand la limita si folosind

criteriul clestelui, ob;inerﬁ lim f£,(1) = @
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