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CAPITOLUL 1

Varianta 1

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

(8) 2z —222=2(2-3i)—2(2-3i2 =4 —6i — 2(4 — 12i — 9) = [14 + 18i].

(b) Cu formula distantei dintre doua puncte

IBCl= V2 -52+(-12= V9+16 =5]

(c) Calculam lungimile celorlalte doua laturi
IAC| = JA-52+@B-12=V16+4=V20= V4-5=25

AB| = J1-22+(3B-52=V1+4=15
Cum |BC)? = 25 = 20 +5 = |ACJ]* + |ABJ?, conform reciprocei teoremei lui
Pitagora, triunghiul ABC este dreptunghic cu unghiul drept in A. Aria este

245 \/EZ

5|.

(d) Notam cu h distanta de la A la BC. Atunci aria triunghiului ABC poate fi
IBC| - h
2

o . . . 5-h
exprimata de asemenea prin formula . Obtinem ecuatia — = 5,

deci i1 =[2].
(e) Coordonatele punctelor A si C trebuie sa satisfaca ecuatia dreptei, deci

obtinem sistemul
1+3m+n =

0
5+4m+n = 0

Scézand din prima ecuatie pe cea de a doua, avem 21 — 4 = 0, deci [ = 2|
Substituind (in oricare din ecuatii doriti) gasim [ = ~7].
(f) Cum triunghiul este dreptunghic, centrul cercului circumscris este mijlocul
ipotenuzei BC. Coordonatele acestuia sunt
2+5 5+1 o
( 2 2 ) =163
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2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.
(a) Ecuatia se mai scrie (3%)* = (3%)**!, sau 3?* = 3%*3, De aici 2x = 3x + 3 Si
obtinem [x = —3].
(b) Observam ca primul termen al progresiei este 2, = 3, iar ratiaeste r = 9-3 =
6. AtUNCi 33 = a; + (33 — 1)r = 3 +32-6=
(c) Determindm mai intéi C; = 55 = 6 5i C} = 5 (in general C! = 7). Atunci
determinantul se scrie

6 5
'3 2‘ =6-2-5-3=|-3|
(d) Determinam pentru inceput f(2007) = 2-:2007-2007 = 2007. Atunci f(f(2007)) =

£(2007) =[2007]

(e) Ecuatia se scrie 2x —2-2 + 3x — 5 = 6, sau 5x = 15, de unde [x = 3]

3. Subiectul II.2.

Rezolvare.
. 1 X%+ 2x
a) Pentru orice —1,avem f'(x) =|1— = .
@ U orice x> —1, avem f'(x) 12 (x+1)?
12+2-1 3

b) Aceasta este exact limita ce defineste /(1) = ———— =|—|.
(b) xact limi ineste /(1) = <57 =

1
(C)ff(x)dx—(—+x+ln|x+1|)‘ §+ln2.

(d) Ecuatia unei asimptote oblice la co la graficul lui f este de forma y = mx + n,
unde

L fe) . x+1l+5 0 24242
= lim — =lim — =lim ———— =

x>0 X x—00 X x—oo X2 4+ x

1
n hm[fx) mx] —hm[x+1+m—x]—1

Deci graficul lui f are asimptota |y = x + 1| catre co.

(e) Avem
1 1
ﬂf(ﬂ) . 1’1 +n+L1 . 1+E+n(n+1)
—— =lim ——— & =lim ———— =|1|.
w12 42007 noe m2 42007  noe 1+ 2
4. Subiectul III.
Rezolvare.

(a) Elementele matricei formeaza multimea {1, 2, 3, 4}, deci matricea este in M.

2
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(b) l; i‘:1-4—2-3:

(c) Presupunem ca exista o matrice (z Z) € M cu determinantul ad — bc = 0.

Atunci abed = (ad)(bc) = (ad)?. Dar {a,b,c,d} = {1,2,3,4}, deciabcd = 1-2-3-4 =
24. Am obtinut deci (ad)? = 24. Contradictie, caci 24 nu este patrat perfect.
(d) Conform b) determinantul este nenul, deci matricea are rangul maxim, adica

2]
(e) Fie X = (z

vede ca

Z) € M, deci det X = ad — bc. Dar pentru {a,b,c,d} = {1,2,3,4} se

-10=1-2-34<ab-cd<3-4-1-2=10

(f) Presupunem ca exista B € M astfel ca B~' € M. Sa observam ca orice
matrice din M are determinantul numar intreg. Deci detB € Z si detB~! =
1
detB R
determinantul matricelor din M nu poate lua decat valorile +2, +5, +10. Intr-
adevar nu putem avea decat urmatoarele posibilitati:

+(3-2—-1-4), +(4-2-1-3), £(3-4-1-2)

€ Z.. Singurele numere intregi care au si inversul intreg sunt +1. Dar

Contradictie.
(g) Numarul de elemente in M este numarul de moduri in care putem aranja 4

elemente pe 4 pozitii, adica Aji =4! = .

5. Subiectul IV.

Rezolvare. Este util sa observam ca f(x) = Inx — In(x + 1) pentru orice x > 0.

(a) Pentru orice x > 0 avem g(x) = f'(x) = (Inx)' —(In(x+1))’ = % T i 1~ x(x1+ 1)

/ B 1 1 B 2x+1
(b) Deoarece g'(x) = 27 (x+12  2(x+1)2

ca g este strict descrescatoare pe (0, o).

< 0, pentru orice x > 0, rezulta

>0

Prima rezolvare. Pentr msix+1 ' =
(c) Prima rezolvare. Pentru x > 0, avem si x +1 > 0, deci g(x) x(x + 1)

A doua rezolvare. Sa observam ca lim g(f) = 0. Cum g este strict descres-
X—00
catoare pe (0, o), rezulta ca g(x) >}im g(t) = 0, pentru orice x > 0.
(d) Conform teoremei lui Lagrange aplicata functiei f pe intervalul [n,n + 1],
rezulta ca exista ¢, € (n,n + 1) astfel ca

fn+1)—f(n) ., =
(n+1)—n = f'(cn) = glcn)




18-5-2007 / versiune finald pro-didactica.ro

(e) Folosind rezultatul de la (d) avem f(n + 1) — f(n) = g(c,) pentru o anumita
valoare ¢, € (n,n + 1). Cum g este strict descrescatoare, dinn < ¢, <n + 1,
rezulta g(n) > g(c,) > g(n + 1).

(f) Exista o cale mai scurta pentru a face demonstratia, dar trebuie sa-i facem
placerea propunatorului (poate altfel corectorii va vor taia puncte pentru acea
solutie mai scurtd). Vom demonstra deci prin inductie matematica propozitia

b, : i + L +...+ ! -
1.2 2.3 7 nn+1) n+1
Pentru n = 1, P; : 11—2 = ﬁ este evident verificata. Presupunem P,
adevarata. Atunci
— +...+ - ! - Ty !
1-3 nn+1) m+1)n+2) n+l Mm+1)(n+2)
. n?+2n+1
 m+ 1D +2)
- (n+1)?
 m+ 1) +2)
_ on+1
- n+2

adica P, este adevarata. Conform principiului inductiei matematice propozititia
P, este adevarata pentru orice n € IN".

(g) Scriem succesiv partea stanga a inegalitatii de la (e) pentru 1,2,3,..., 71 Si
avem

N
—_

5 < f@-f)
< fO) - f@

<

1
it f(n+1) = f(n)

Adunéndu-le obtinem
1 1 1 1 1
+ + +...+ - +1) - f(1
(1-2 2.3 3.4 iy 12 SO
Folosind identitatea de la (f) si forma functiei f, inegalitatea precedenta devine
n+1 1 <In n+1 N 1
n+2 2 n+2 2

(O8]
[
Lo

sau dupa simplificari

ged
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Pro DiDACTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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