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CAPITOLUL 1

Varianta 19

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

(a) Pentru ca cele doua drepte sa fie paralele este necesar si suficient ca coeficientii
variabilelor x si y din ecuatiile lor carteziene sa fie proportionali. In cazul de
fata aceasta revine la % = %, saua =|2]

n(n —3)
2

(b) Un poligon convex cu # laturi are

8-(8-3 .
% = diagonale.
(c) Folosind formula sumei unei progresii geometrice de ratie i precum si faptul
cai't =7 =% avem
a_p =1 -1 (=) i
i1 -1 i-1  i-1
Deci modulul lui z este | — 1| =[1]
(d) Ecuatia cercului se scrie x> + (y — 1)? = 22, deci raza este [2].
PN T - 5n _ 2 V2
(e) sin§ +sin<f = 5= — == —@.

f) Ecuatia se scrie sinx = sin Z. In intervalul [0, 7] exista doua solutii, anume
3

diagonale. In cazul de fata obtinem

Z=i4++...+ -1.

xe{%,%ﬂ .

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.
(@) Cum f(x) = (x — 1)> + 2, valoarea minima este .
(b) Deoarece 4 este radacina a ecuatiei f(x) = 0, avem f(a) = a*> — 22 + 3 = 0,
ceea ce se mai poate scrie 3 = 22—a?. La fel se arata si ca 3 = 2b—b. Atunci

11
20—a2 2b-0b2 |3

(c) Notam x = 3Y. Rezolvam ecuatia f(x) = 6, sau x* — 2x — 3 = 0. Radacinile
sunt x; = =1 si x, = 3. Ecuatia 3V = x; = —1 nu are solutii reale, iar ecuatia
3v =3 =3! are solutia y =[1].

(d) Notam u = log, t. Ecuatia devine f(u) = 11, sau u* — 2u — 8 = 0. Radacinile
acestei ecuatii sunt 1y = —2 $i u, = 4. Din log, t = u; = -2, obtinem #; = 272,
iar din log, t = 1, = 4, obtinem f, = 2*. Atunci t;f, = 2722* = 2% = .

1
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(e) Avem 3:1 be‘ = 3ab — 2ab = ab. Conform relatiilor lui Viete, ab = % =|3|e N.
3. Subiectul I1.2.
Rezolvare.
, 2x
(a) f(X): —W,VXE]R.
: . 1 xr+1-2x (x —1)2

(b) Inecuatia se poate scrie 21 < 7 & 0 < m < m

Cum (x —1)> > 0 si x> + 1 > 0, inecuatia este echivalenta cu x > 0. Deci

x €1(0,00) |

1 . . . , o
(c) Cum lim f(x) =lim i1 0, graficul lui f are asimptota orizontala |y = 0

catre co.

2 1 1
(d) Avem rlll—{?o nfm :,111_{{}0 n2n+ 1 :rlll—{?o 1+1 1+0 i

1 1 n?
1 1 Tt Tt
(E)f(;f(X)dX—f(;x2+1dx—arctgxo_z—0_a_

4. Subiectul III.

Rezolvare.
(a) Fie A = (? Z) SiB = (;‘j g) doua matrici arbitrare din IM,(IR). Avem atunci
_fat+a b+p :
A+B_(C+y d+6)’ deci

trA+B)=a+a+d+6=@+d)+(a+06)=tr(A)+tr(B).

(b) Fie A = (i Z) € M, (R). Prin calcul direct avem

5 a?> +bc ab+bd a b 10
A~ (DA +det A, = (557 bc+d2)—(a+d)(c d)+(ad—bc)(0 1)

_[a*+bc ab+bd)_(a2+ad ab+bd) (ad—bc 0 )

~ \ac+cd bc+d? ac+cd ad+ d? 0 ad — bc
00
= o 0)202'

() Matricea X = ((5) 8) € My(R) verifica det X = 5-0—0-0 = 0 si pe de alta

parte tr(A) =5+ 0 =5.
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(d) Procedam prin inductie.
Verificarea: Folosind identitatea de la (b), avem Y? —5Y = O,, sau Y? =
5Y.
Presupunem ca Y = 5"°1Y. Atunci Y"*! = Y.y =571y Y = 571y? =
57-1.5Y = 5"Y. Conform principiului inductiei, afirmatia este demonstrata.

(e) Fie A = (Z Z) siB = (;‘ g) doua matrici arbitrare din IM,(IR). Avem AB

ac + by ap+bd
ca+dy cf+dd

), deci

det(AB) = (aa + by)(cp +do) — (ca + dy)(ap + bd)
= acaf + bcyp +adad + bdyd — acaf — bead — adfy — bdyd
= adad — bead — (adBd — befy) = (ad — be)(ad — By)
= (detA)(detB).

(f) De exemplu X = (8 (1)) SiY = ((1) 8) satisfac det X = detY = 0 si tr(X) =

tr (Y) = 0. Conform (b), avem X? = Y? = O..

() Fie X € M,(IR) cu proprietatea X> = O,. Atunci conform (e), (det X)?> =
det(X?) = det O, = 0, deci det X = 0. Folosind (b) avem X? — tr (X)X = O», de
unde tr (X) - X = O,. Distingem cazurile:

—tr(X)=0

- X=0=2tr(X)=0
si vedem ca tr(X) = 0. La fel din Y> = O,, deducem tr(Y) = 0. Atunci
conform (a), tr (X +Y) = tr (X) +tr (Y) =0+ 0 = 0, ged.

5. Subiectul IV.
Rezolvare.

(@) Cum f'(x) = CO;X

+cosx -2, Vx € [0, %), avem £(0) = £/(0) = 0],

(b) Avem % + g >2 & a’+b?>2ab < (a—b)*> > 0, evident.

(c) Pentru x [0, g), avem cos x € (0,1], deci cos x > cos” x.

1 cos? x
S— tcosx = ot > 2.
COS* X Ccos? x 1

Atunci conform calculului de la (a), f'(x) = +cosx—2>2-2=0.

(d) Fie x € |0,%). Folosind (c) si apoi (b),

cos2 x
Avéand derivata pozitiva pe [O, g), functia f este crescatoare.

(e) Functia f fiind crescatoare pe [0,%), avem f(x) > f(0) = 0 pentru orice
x €0, %).

. . N —sinx
(f) Prin calcul direct ¢’(x) = —sinx + -

+2x = —f(x).

(9) Conform (e), g'(x) = —f(x) < 0, deci functia g este descrescatoare pe [O, g).
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(h) Folosind punctul precedent avem g(x) < ¢g(0) = 1, pentru orice x € [0, %). De

aici, cos x+In(cos x) < 1—x?, pentru orice x € [O, g). Cum 1 < 7 putem integra
inegalitatea precedenta de la 0 la 1 si obtinem

1 1
f (cos x + In(cos x))dx < f (1 - x%)dx = % ,
0 0

g.e.d.
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