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CAPITOLUL 1

18

1. Subiectul 1.

Rezolvare.
(a) Coordonatele mijlocului segmentului AB sunt

(1+4 —1+3)_ (§ 1)
27 2 S \27

(b) Fie A’(x, y) simetricul punctului A(1, —1) fata de B(4, 3). Atunci punctul B este

. . . 1+x -1+y
mijlocul segmentului AA’, deci are coordonatele 5 TS
. 1+x —1+y . o
ecuatiile — = 4 si 5 = 3, cu solutiile x = y = 7. Punctul cautat este
asadar |A'(7,7) .
(© sinFeos T = V3. 1_| V3
S 3 COS 3 = 5 5 = 1 .

(d) Rezolvam sistemul
{x—3y+6:0 {x—3x+6:0 {—2x+6:0
= =
xX=y xX=y

Punctul de intersectie cautat este | (3,3) |

e)x*+4=0 © x*=-4 & |xe{2i,-2i}|

() Avem

2+3i  2+3i  (2+3))3+4i) -6+17i
2-i2 3-4i  3P+42 25

z =

. 6
Partea reala este |Rez = ~>5 |

2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.
(a) Avem succesiv

1-3x>10 & -9>3x & -3>x © |x€(—0,-3]

). Obtinem
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(b) Avem
1 1 1 1
log, 5 + log, 3= log, (2 ) + log, (3 ) =(-1)+(-1)= .

(€) log,(x* +5) =2 © x¥*+5=3" & x*=4 & x e {-2,2}. Deoarece ni s-au
cerut solutiile pozitive, ecuatia are soluia unica [x = 2|
(d) Deoarece f(1) poate lua doar 1 valoare (anume 2) si pe f(2) 1l putem alege
in 3 moduri, numarul tuturor functiilor detipul din enunt este 1 -3 = .
(e) Examinand tabelul
nil 2 3 4 5
n'|1 2 6 24 120
27114 8 16 32 64

constatam ca inegalitatea are loc numai pentru patru numere din cinci (anume

. . 4
n € {1,2,3,4}). Probabilitatea ceruta este |p = 5|

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.

@ | f() = 5 sz  VxeR.

(b) Din teorema Leibnitz—Newton rezulta

1
"(x)dx = F(1) - £(0) =| =
fo ) dx = £(1) - £(0)

(c) Limita din enunt este tocmai definitia derivatei functiei f in x = 0, adica

1(0) =1}
(d) Am vazut ca f'(x) = o2 > 0, Vx € R. Asadar f este strict crescatoare pe
R

(e) Dand factor fortat pe » atat la numarator céat si la numitor obtinem
o 23 lim2+% 240
w4 +5  nood 43 440

1
A
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4. Subiectul III.

Rezolvare.
(a) Verificam prin calcul:

A2 —(a+d)A + (ad - bo)l, =
- [ Z)((‘f Z)—(a+d)(i Z)+(ad—bc)((1) ?)

_ (a®>+bc ab+bd\ (a*+da ab+db\ (ad—bc 0O
ca+dc cb+d*| \ac+dc ad+d? 0 ad-bc

00

00
De altfel, aceasta identitate are loc pentru orice matrice 2x2 cu coeficienti
intr-un inel comutativ.

(b) Avem identitatea de matrici

(X = VBL)(X + V5h) = X* — V5X + V5X + \/3)2 I, = X® - 5I,.

(c) Conditia f(V5) = 0 este echivalenta cu
5—(a+d)V5+ad—bc=0.

Presupunand prin absurd ca a + d # 0 ar rezulta

5+ ad - bc
Vi=—rg <Q

contradictie. Prin urmare a + d = 0, de unde rezulta si ad — bc = 5.
1 1
(d) Avem '4 _1' =1-(-1)-4-1=[-5]
(e) Folosind identitatea de la punctul (a), ne concentram cautarea printre matri-

cile (i Z) ce verifica a +d = 0 siad — bc = —5. O astfel de matrice a aparut

. 1 1 e o .
la punctul precedent! Pe scurt, matricea B = ( 4 _1) verifica identitatea

B2 - 512 = Oz.
(f) Relatia det(XY) = detX - detY este valida pentru orice matrici patrate cu
coeficienti intr-un inel comutativ.

(g) Fie X = (Z Z) Introducem functia f : R — IR definita prin f(f) = det(X — tI,).
Prin verificare directa observam ca
f)=r—(@+dt+ad—bc, VteR
Din ipoteza, folosind si punctul precedent, rezulta

F(V5) - f(—V5) = det(X — V5I,) det(X + V5I,) = det(X? - 51,) = 0.

3
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Prin urmare una dintre rad&cinile polinomului f coincide cu /5 sau cu — /5.
In ambele cazuri, folosind propozitia demonstarta la (c), obtinem a +d = 0 si
ad — bc = =5. Intorcandu-ne la identitatea de la (a) rezulta

X?=0-X+ (=5 = O,,
g.e.d.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.
(@) f(—x) =37 +39 =374+3"= f(x), Vx e R.
(b) Avem f'(x) =|3"-In3—3"-In3], Vx € R
(c) Continuand calculul de la punctul (b), mai putem scrie

>0 ,x>0
<0 ,x<0’

f(x)=3"-In3- (3% -1) {

asadar f este strict crescatoare pe intervalul [0, o) respectiv strict descrescatoare
pe intervalul (—oo, 0].

(d) Propozitia demonstrata mai sus la (c) implica faptul ca x = 0 este punct de
minim global al functiei f. Cu alte cuvinte,

f(x) > f(0), VxeR

Or, £(0) = 2.
(e) Calculam derivata a doua a functiei f:

f’(x) =3"-(In3)*+3™*-(In3)*>0, VxeR,

asadar f este convexa pe IR.
(f) Putem calcula numaratorul Tn mod explicit:
:_(3x_3—X), VxeR

X X § . B 3t 3—t
‘fovf(t)dt—ﬁ (3 +3 )dx—(m—m)o In3

Limita devine astfel mai prietenoasa. O calculam dand factor fortat pe 3* atat
la numitor cat si la numarator:
I 3*—-37* T 1-32 1-0 1
m ————— = 11Im = = .
-0 IN3(3¥+37%) rooIn3(1+3%) In31+0) |In3

X

1

(g) Evident ca x = 1 este o0 solutie a ecuatiei. Demonstram ca este si unica. Fie
deci x € (0, 0) \ {1}. Distingem urmatoarele doua cazuri:
(1) x < 1. Atunci x > x° si ¥ > x*. Deoarece f este functie strict
crescatoare pe (0,c0) rezultd f(x) > f(x°) si f(x*) > f(x*). Prin
adunare obtinem

fE) + f&) > f() + f().
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(2) x > 1. Atunci x < x° si ¥ < x*™. Deoarece f este functie strict
crescatoare pe (0,c0) rezultd f(x) < f(x°) si f(x*) < f(x*7). Prin
adunare obtinem

fQ) + ) < f() + f(*).
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Pro DiDACTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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