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CAPITOLUL 1

Varianta 15

1. Subiectul 1.

Rezolvare.

@ [V3+il = \/m_ V3+1=[2]

(b) IACI = (T— 42 + @ - 17 =|3V2|
(c) smn+cosn—0+( 1)—5.

(d) Procedam pe etape.
— Mediana cu pricina este segmentul AM, unde M este mijlocul segmen-

tului BC.
— Coordonatele punctului M sunt (‘32+ , 73) (-1,1).

— lungimea medianei AM este

IAM| = /(-1 -2+ (4 - 12 =|3V2|.

(e) Lungimea laturii triunghiului echilateral de perimetru 12 este [ = 12/3 = 4.
Atunci aria triunghiului este

2
s-LV3_ 43|.
4
() Avem
sin105° = sin(60° + 45°) = sin 60° cos 45° + cos 60° sin 45°
_ V2(3 1) _|Ne+ V2
2\ 2 2/ 4 ’
2. Subiectul I1.1.

Rezolvare.

(@) Din V1 —x =2, prinridicare la patrat, rezulta 1 —x =4 & x = . Solutia
gasita satisface conditiile initiale de existenta x € (—oo, —1].
(b) Folosind prima relatie a lui Viete,

X1+X2+X3:—%:@.
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(©) log.x = log.2x-1) & x=2x-1 & [x=1] Solutia gasita satisface
conditia initiala de existenta x € (1/2, o).

(d) 2241 =8 & 22+ =2% & 2x4+1=3x & x=|[1]

(e) Deoarece log,n > 1 & n > 2, notam ca 3 din cele 5 elemente ale multimii
satisfac inegalitatea din enunt, anume n € {3,4,5}. Deci probabilitatea este

_3
p - 5 .
3. Subiectul I1.2.
Rezolvare.

(a) Pentru orice x € R, avem f'(x) =|e* —1].

(b)
1
fo f(x)dx=f(ex—x+1)dx:(ex_x;+x)

(c) Conform definitiei derivatei unei functii intr-un punct, limita este f'(0) = @

(d) Continuand calculul de la punctul (a), obtinem f”(x) = e* > 0, Vx € IR, deci f
este intr-adevar convexa pe RR.

(e) Scotand in mod fortat factorul comun » atat la numitor cat si la numarator,

1

1
:(e——+1)—1: e—
0 2

NI -

obtinem
1+ -1
. n+ \n . vi 140
lim = lim = =|1/.
namn_\/ﬁ ”_’001—% 1-0
4. Subiectul III.
Rezolvare.

(a) Deoarece detA =1-4-2-2=0], avem rang A < 2. Dar matricea A are cel

putin un element nenul, agsadar rang A = .
(b) Avem

0 X1+ 2%, 0 x1+2x, =0 x; = -2t
AX = =3 = =3 =3 ,teC.
(0) (29(1 + 49(2) (0) {29(1 +4x, =0 X, =t

Deci matricele X cautate sunt de forma

()]
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(c) Ideea provine de la punctul precedent. Nu avem decat sa formam o matrice
ale carei coloane sunt solutii ale ecuatiei considerate mai sus. De exemplu,

alegem B = (_12 _12) . Se verifica imediat c& AB = O,.

(d) Avem
2 -1\(1 2 00
CA= (2 —1)(2 4) = (o 0) =[0,].
(e) Tn general, o matrice U de tip 2 x 2 cu determinantul nul verifica identitatea
U? = tU, unde t € R. Calculam

, (1 2\(1 2\ (5 10\
A ‘(2 4)(2 4)‘(10 20)‘5A'

de unde A?> -5A = 0, & A(A -5I,) = O,. Putem alege deci

D=A-5] = (_24 _21) :

(f) Deoarece matricile A si X comuta, putem folosi formula binomului lui Newton.
Pentru n € IN* avem

A+X)"=A"+CLA"IX + CCA2X? + ...+ C"TAX" 14X = A" + X"

-0,

(9) Fie Y € IM(C) o matrice inversabila. Presupunem prin absurd ca AY = O,.
Inmultind la dreapta cu matricea inversa Y~!, obtinem

AY=0, & AYY'=0, & A=0,,
contradictie cu definitia explicita a matricii A.

5. Subiectul IV.

Rezolvare.
(a) Pe intervalul (0, o) functia f este continua, iar primitivele sale sunt

ff(x)dx—f—dx— “iic

(b) Deoarece f'(x) = _x_ < 0, Vx € (0, ), functia f este strict descrescatoare

pe intreg domeniul sau de definitie.
(c) Pentru orice n € IN*, avem

Aps1 — f(ﬂ + 1)

deci sirul (a,), este strict crescator.

1

eV

3
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1 . o . .
(d) Deoarece lim f(x) = lim ol 0, asimptota catre oo la graficul lui f este

dreapta orizontala de ecuatie |y = 0|.

(e) Fie k > 0. Functia F(x) = —ﬁ este o primitiva a functiei f. Aplicam teorema
lui Lagrange pe intervalul (k, k + 1). Exista deci ¢ € (k, k + 1) estfel incét

1 1 1 1
Fle+1) = F) = f(0) < ‘m‘(‘@): RNk
g.e.d.

(f) Pentru orice n € IN* avem
a +;—L:;—L+;<O
"T2n+1)2 2m2 (n+1)2 2n2 2(n+1)?
Am aplicat la final inegalitatea demonstrata la punctul (e).
(g) Deoarece sirul (a,), este strict crescator, rezulta imediat ca a, > a; = 1,

¥n € IN*. Pe de alta parte, inegalitatea a, < b,, ITmpreuna cu rezultatele
obtinute la (c) si (f) implica

bn+1 - bn =0dp+1 —

Ell<612<...<...b2<b1.

in particular a, < bs, Y1 € IN*. R&mane doar s calculdm

1 1 1 263
b3_1+§+§+1_8_f6_1,21759.”.

Problema este rezolvata.
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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