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CAPITOLUL 1

Varianta 14

1. Subiectul 1.
Rezolvare.

2
(@) cosg-cos%:()~7\/_:@

. . L .. Tt

(b) Singura solutie din intervalul [0, 7t] a ecuatiei cosx = 0 este x = >

(c) Prima solutie. Orice numar complex de forma z = cost + isint are modulul
egal cu unu. Daca z = cos 7 + isin Z avem de calculat:

|Z49| = |z]* = 1% = .

A doua solutie. Folosind formula lui de Moivre, avem

4971t 497t
cosT + 131n7 =cos7m+isin7m

e 49
— +17sin —
(COS 7 1s1In 7)

cos(mt + 3 - 27m) + isin(m + 3 - 27)
cosTt+isint=-1+1i-0

jar |~ 1+i-0]= [(-1)2 + 02—.
(d) Coordonatele mijlocului segmentului AB sunt mediile aritmetice ale coordo-

. : . 1 —4+2
natelor lui A si B, adica (3% 2+ =1(2,-1)|

(e) Centrul cercului este mijlocul segmentului AB, care asa cum am vazut la
punctul precedent are coordonatele (2, —1). Lungimea diametrului este d(A, B) =

\/(3 —1)>+ (-4 —2)2 = V4 + 36 = 2V10. Raza cercului are atunci lungimea
V10, iar ecuatia este | (x — 2)? + (y + 1) = 10|,
(f) Prima rezolvare. Observam ca triunghiul este dreptunghic cu unghiul drept
n A, caci BC?> = AB? + AC?. Atunci mediana din A are lungimea jumatate din

ipotenuza, adica [5/2 |

A doua rezolvare. Fie M mijlocul lui BC. Atunci AM? =

F+4> P25
7 T3 g bedAM= I

AB*+AC*  BC* _
2 4
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2. Subiectul II1.1.
Rezolvare.

. L . 3 1 .
(a) Ratia progresiei aritmetice este r = a,—a; = 5—1 =5 Atuncia;s = a,+14-r =

1+14-12 =[8].

(b) Ecuatia se scrie echivalent xo 0

8 x+1

=0 x(x+1)=0¢e xe€{-1,0}. Cum

2 din cele elemente ale multimii sunt solutii, probabilitatea este 1-15)

(c) Numerele de tipul cerut au cifrele permutari ale elementelor multimii, deci
sunt Tn numar de 3! = @ De altfel in cazul de fata putem scrie chiar toate
numerele de tipul cerut: 357,375,537,573,735, 753.

(d) (fo H) = F(FQ) = fFB-1-2) = f(1) =[1].

(e) Folosind faptul cai? = —1,i* = 1, avem f(i) = i*+2++i+1 = 1+i%i—1+i+1 =

1]

3. Subiectul I1.2.

Rezolvare.

. 1 1-

(a) Pentru orice x > 0 avem f'(x) = o 1= p |

(b) Folosind punctul (a), vedem ca ecuatia f’(x) = 0 are singura solutie x = 1.
Cum pentru 0 < x <1, avem f’(x) > 0 si pentru x > 1 avem f’(x) < 0, rezulta
ca este un punct de extrem pentru f. Mai exact x = 1 este punct de

maxim.
L . 1 .
(c) Continuam calculul de la (a). Pentru orice x > 0 avem f”(x) = = < 0, deci

f este concava pe (0, o).
(d) Separam limita in diferenta a doua limite de functii, iar pentru prima din

[ee]

ele folosim regula lui 'Hopital pentru un caz de nedeterminare =. Avem
1

lim@:hmm—x—lzlim%—1:0—1:.

x—oo X x—oo X X—00

©)
fE@dx
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4. Subiectul III.

Rezolvare. Pentru z,u € C, vom nota A(z, u) = (_Zﬂ th) Atunci

= {A(z, u)|z, u € C}

(@ Avem [, = A(1,0) e M si O, = A(0,0) € M.

(b) Fie z € C si fie x partea reala iar y partea imaginara a lui z. Atunci z = x + iy.
Prin definitie Z = x — iy = x + iy = z.

(c) Fie zy = x1 +iy; Si zo = xp + 1y». AtUNCi

Z1+ 2o (x1 + X2) + l(yl + yz) = (.’Xl + .'X'z) — l(yl + yz)

= X1+iy1+XQ+iy2:Z+Z_2
21z = (X1 +iy1)(x2 +1y2) = (X2 — y1y2) + i(x1y2 + X2Y1)
= (r1x2 — y1y) — iy + x2y1) = (x1 — iy1) (X2 — iy2)

X1+ lyl Xy + lyz = 21 Zz
(d) Fie A=A(z,u) € M si B = A(w,v) € M. Folosind punctul (c) avem

A+B = A(z,u)+A(w,v) = (_ E)+(w_ 3)
u z -0 w
_[z+w u+v) (z+w u+v
S \-u-v z+w| \-u+v z+w
= Az+w,u+v)eM
A-B = A(z,u)-A(w,v):(z_ E).(“’_ 2)
-u z) \-v w

ZW—Uv  Z0 + Uw _ _
= — = — —|=A(zw -uv,zv+uw) € M
—UW — 20 —Uv+zWw

(e) Fie A = A(z,u) € M. Atunci detA(z,u) =z-zZ—u-(—u) = |z> + [u* € R
(f) Fie z € C. Notam P(n) : A(z,0)" = A(z",0) (aceasta este exact egalitatea
de matrice din enunt). Demonstraam prin inductie ca P(n) este adevarata
pentru orice n € IN".
Verificare. Cum A(z,0)! = A(z',0), P(1) este evident adevarata.
Pasul de inductie. Presupunem P(n) adevarata. Folosind de exemplu calcu-
lul din partea doua a rezolvarii lui (d), avem A(z,0)"*!' = A(z,0)" - A(z,0) =
A(z",0) - A(z,0) = A(z",0).
Conform principiului inductiei, P(n) este adevarata pentru orice n € IN*.
(g) Conform punctului precedent, ecuatia este echivalenta cu

AZ,0)+A(Z50)+ ...+ AZY,00 =0, @ Az + 22+ ...+ 22 = O

Dar aceasta egalitatea de matrice este echivalenta cu z +z> + ... +z2% = (.
Observam ca z = 1 nu este radacina a acestei ecuatii. Folosind formula

3
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2007 _

sumei unei progresii geometrice, ecuatia devine z = 0. Cum ni se

cer doar radacini reale, obtinem z = [0].

5. Subiectul IV.

Rezolvare.

: 1 1 1
(a) Pentru orice x € R, avem f(x) = ‘- =— -

X+l ex+l ex ex+l '

(b) Cum lim f(x) = 0, ecuatia asimptotei (orizontale) a graficului lui f catre co

este |y =0|
(c) Deoarece f(x) = (e—1)e™ !, Vx € R, avem f'(x) = (e—1)-(=1)-e™ ! = —f(x),
Vx € R.

(d) Folosind punctul (a), pentru orice n € IN*, avem

SO+ fQ)+...+ f(n)

1 1 1 1
(6_1_6_2)+(e_2_e_3)+

an

1 1
+(e_”_e”+1)

Il
| —
|
—_
Il
| —
—_——
—_
|
| —
N—

(e) Folosind punctul precedent, avem lim a, =| — |.

n—oo

x| =

(f) Cum f(x) > 0 pentru orice x € R, aria ceruta este data de

1 . 1 B ~ _12
foﬂx)dx‘:)fo[—f'(x)] dr=—f) + fO = - + 2=

e e2

e—1 e—-1
el/l+1 + e2 '

(g) Evaluam mai intai fln fx)dx = fln(—f’(x))dx =—f(n)+f(1) = -

Atunci

| n (11 e—-1 e-1 2e—-1
rlll_r)?o(an+[ f(x)dx):}ll_r)?o(z_enﬂ_ on+l + e2 ): e?
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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