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CAPITOLUL 1

Varianta 11

1. Subiectul I

Rezolvare.

1 1
(8) sin30° +sin150° = - + - = 1]

(b) Aria triunghiului echilateral de latura I = 2 V3 este

21226:(2\/54)2«6:3\0

S

(c) Coordonatele (x, y) ale punctului de intersectie al celor doua drepte satisface

sistemul

2 — = — = o (— — = =
x—y+5=0 o 2x-y+5=0 o 2:(-2)-y+5=0 o |1y 1
x+y+1=0 3x+6=0 x=-2 x=-2

(d) Folosind formula obisnuita, gasim ca
2e2-1-(-1)+5 |10

V22 + (—-1)2 V5|
(e) Ecuatia standard al cercului din enunt este x* + > = 3%, deci raza sa este
r=3|
2 . .
(f) Deoarece —-2 + % =1, punctul M(4,2) este situat pe elipsa. Prin dedublare,

ecuatia tangentei la elipsa in acest punct este

x Y
g1

d

=1 e |x+2y—-8=0|.

2. Subiectul 11.1

Rezolvare.
(@) Deoarece multimea A are 10 elemente, numarul tuturor submultimilor ei este

20 = 1024]

. 10-9-8
(b) Multimea A are C; =

T de submultimi cu trei elemente.
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(c) O submultime B c A contine elementul doi daca si numai daca B = {2} U C,
unde C este o submultime oarecare a multimii cu noua elemente

Cci4,6,8,...,20}.
Numarul cautat coincide asadar cu numarul tuturor submultimilor multimii de

mai sus, adica |2° = 512 |.
(d) Multimea A are exact 2 elemente divizibile cu 10, anume 10 si 20. Probabili-

2 1
tatea ceruta este p= 10 g .

(e) Elementele multimii A consta din termenii consecutivi ai progresiei aritmetice
de ratie 2 ce are primul termen egal cu 2 resectiv ultimul termen egal cu 20.

Suma lor este 5420
+2 .10 = [110].

3. Subiectul I1.2

Rezolvare.

-1 2x

(a) f’(x):m-Zx: —W,VXGIR.

(b) Limita din enunt este exact derivata functiei f in x = 0, adica | f'(0) =
(c) Functia este continua pe IR, deci nu are asimptote verticale. Deoarece este
f functie para, avem

l1m f xX) = hm f (x) = l1m

Prin urmare dreapta |y = 0| este asimptota orizontala la graficul lui f atat
catre co cét si catre —oo.

(d) Fiind cat de numere strict pozitive, e clar ca f(x) > 0 pentru orice x € RR.
Pe de alta parte, deoarece numitorul verifica x> + 1 > 1, Yx € R avem i
f(x)<1=1,VxreR,

(e) Avem
ffx)dx—f 21 dx—arctgx| —.
4. Subiectul III
Rezolvare.
(a) Avem

2 (% b)fa b)_ a*> +bc ab+bd
“\c¢ dJ\c d) |\ca+dc cb+d?*)|
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(b) Conform relatiilor lui Viete,

Z1+2, = —_(a1+d):a+d
212y = adIbC:ad—bc.

(c) intr-adevar,

(2 +2)A—2zly = (a+d) (i Z) _ (ad = be) ((1) (1’)

a® + ad — ad + be ad + db
- ac + dc ad + d? — ad + bc

a*+bc ab+bd _ 4
ca+dc chb+d*| "
(d) Verificam prin calcul direct:

21X +2Y = &l (A - 2212) - = (A - 21[2)
Z1 — Z» 21— 2
1
= (ZlA — 2120, — 2, A + 2122[2)
Z1 — 22
1
= (Zl — ZZ)A =A.

Z1 — Z2p
(e) Fie k € IN*. Prin inmultire cu A* in identtatea de la punctul (c) obtinem

Ak+2 = (21 + Zg)Ak+1 - legAk,

g.e.d.

(f) Desi enuntul ne cere in mod imerativ sa folosim inductia, aceasta metoda
este o pierdere de vreme, mai ales in contextul subpunctelor rezolvate mai
sus. Sa observam ca YX = XY, mai mult,

1 2
YX = XY = m(/& - (21 + ZQ)A + 2122[2) = OQ,
consecinta directa a identitatii de la (c).
Fie acum n € IN*. Ridicand la puterea n identitatea de la (d) si folosind
binomul lui Newton, rezulta

A" = (le + ZZY)n = (le)n + (ZZY)n
= len + ZzY” ,
Ideea cruciala a fost ca, dezvoltand cu binomul lui Newton, orice monom
care are printre termeni cate o putere strict pozitiva a matricilor X si Y este
egal cu matricea nula O,. Pentru a incheia demonstratia, mai calculam
1

X = ———(A*-22A+23D) =

(z1 — 22)? (z1 — 20)?
1

= (Zl——Zz)2(Zl - 2)(A —2Dh) = X.

((Zl + ZZ)A — 21200, — 22,A + Z%IQ)
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in mod analog obtinem si Y2 = Y (matricile X si Y se numesc proiectori). In
fine, continuand calculul inceput mai sus,

A" =21 X"+ ZY" = Z{ X + zY .

(g) Subsituind valorile provenite din matricea B in toate rezultatele de mai sus,

gasim:
— f=X2-10X +21.
—21:3§i22:7.
-5 1 5 -1 . -1 1
- 1 1 1
-X=- (_5 1) =1 (5 _1) respectiv Y = ; (_5 5).
n concluzie,

1( 5-3"=-7" 3"+ 7"
B"=3'"X+7"Y = 1

5-3"-5.7" -3"+5-7"

5. Subiectul IV

Rezolvare. In functie de context, vom folosi o formula echivalentd a expresiei
functiei f:

f(x):2—12Tx, VYx € [0, ).

, 2
@ |f(x) = m ,
(b) Deoarece se vede ca f’(x) > 0 pentru orice x € [0, c0) rezulta ca f este strict

crescatoare pe intreg domeniul ei de definitie.
(c) Evident, f(0) = 0. Fie x > 0 arbitrar. Atunci

Vx € [0, 00).

<1

2+/x

<
f<vx & =
& 2Vxr<l+x © 0<1-2+Vx+x

e 0<(1-Vx)?,
evident.
(d) Integrand inegalitatea de la punctul precedent si tinand cont de monotonia
integralei, obtinem

ffx)dx<f \/_dx—— 3/20:2.

) [ =2],|ax = f2) = § | |as = f(4/3) = & |5 |as = f(8/7) =
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(g) Tn contextul acestei probleme, este avantajos sa raspundem mai intai la
acest punct. Propozitia din enunt a fost verificata mai sus pentru n € {1,2, 3, 4}.
n

Presupunand ca a, = T rezulta
. _f(a )_ 2[1” B 2% B 2n+1 B 2n+1
T T T, 142 -1+t 2T

deci propozitia devine adevarata si pentru n+1. Conform principiului inductiei
rezulta ca propozitia este adevarata pentru orice n € IN*.
(f) Se vede direct ca sirul de termen general
2" 14 1
2" —1 2" —1

a, =

este strict descrescator.
Observatie. Putem demonstra ca sirul este descrescator in ipoteza a; > 1
fara a-i calcula termenul general (de altfel, daca alegem a; # 2 sirul definit
prin aceeasi relatie de recurenta nu mai poate fi “calculat” in mod explicit).
Introducem functia ¢(x) = f(x) — x. Deoarece g¢’(x) = ﬁ -1<2-1<0,
VYx > 1, rezulta ca functia g este strict descrescatoare pe intervalul [1, o).
Deci
g(x) < g(1)=0, Vxe(l,00)

Cu alte cuvinte cobinand aici si rezultatul de la (b), avem

1=f1)< f(x)<x, Vxe(1,00).
Prin urmare, 1 < f(a;) = a, < a; $i (procedand eventual prin inductie),

1< f(a,) =ap1 <a, VYnelN".
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Pro DipAcCTICA VA UREAZA sUCCES LA BAC.

DE LA TOAMNA VA ASTEPTAM CU INTREBARI DIN MATERIA
DE FACULTATE.
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